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Introduction 


Dans ce volume IV on trouvera un article que j’ai écrit tout récemment pour 
Agoravox, et le mémoire de master de deux de mes étudiantes sur le thème de 
la démonstration au lycée. 


N'oublions pas que l’une des leçons d’oral 1 du CAPES de la liste 2013 
s'intitule Différents types de raisonnement en mathématique, ce qui donne une 
bonne raison de lire ce développement fort agréable et sympathique sur une 
activité si routinière en mathématiques. 


Les candidats à l’oral du CAPES tireront bénéfice de la lecture de cet article 
sur les démonstrations au lycée. 


Bon appétit, les textes sont servis! 


Dany-Jack Mercier 
Pointe à Pitre, le 2 janvier 2013 


’[mag201213-04] v1.00 
© 2013, Dany-Jack Mercier. Tous droits réservés. 


Introduction 


Chapitre 1 


Faut-il sacrifier nos élèves 
scientifiques ? 


L'article suivant a été publié le 26 décembre 2012 
sur Agoravox!sous le titre Doit-on sacrifier nos 
élèves scientifiques sur l'autel de l'égalité ? 

Il est suivi par quelques commentairesque j’ai 
trouvé intéressants. 


1.1 Texte 


Pour accueillir tout le monde en filière scientifique, on l’a dénaturée et l’on a 
transformé ce cursus en un long tronc commun généraliste. Le principe d’éga- 
lité devant tous les savoirs a détruit la filière scientifique, et l’une des consé- 
quences immédiates a été de donner le BAC S$S à des non scientifiques. 


Un collègue qui enseigne en collège m’a récemment fait savoir que la phi- 
losophie sous-jacente à mes prises de positions le révulsait car sous-entendait 
qu’il fallait revenir à une certaine sélection à un moment de la scolarité. De 
fait, certains imaginent qu'il est souhaitable que tous les élèves de collège qui 


lhttp ://www.agoravox.fr/ 
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le souhaitent puissent passer en filière S du lycée, ceci afin de satisfaire au 
principe d'égalité des chances pour tous. 


Je pense qu’il faut rester mesuré, et choisir une voie médiane en aidant tous 
les élèves du mieux possible pour que chacun puisse acquérir un bagage mini- 
mum, mais en réservant certains enseignements qui demandent des prérequis 
à ceux qui seront capables de les suivre. S’il est louable d’ouvrir les connais- 
sances à tous sans exception, il est indispensable de ne pas bloquer des élèves 
qui progressent régulièrement et « normalement ». 


Travailler au quotidien pour qu'aucun élève « ne reste au bord de la route » 
doit constituer un objectif prioritaire pour tout enseignant. Il faut motiver nos 
élèves, partir de ce qu’ils savent et les faire progresser. Il faut utiliser tous les 
leviers qui leur permettront de se lancer et de disposer des savoirs basiques 
qui les armeront tout au long de leur vie. 


J'ajoute que l’on doit toujours être bienveillant, que l’on ne doit pas « placer 
la barre trop haut », et qu’il ne s’agit pas de décourager de nombreux élèves en 
leur demandant des choses impossibles. Il faut rester progressif et permettre 
un dialogue « facile » entre l’apprenant et le formateur. Un enseignant est au 
côté de ses élèves et travaille avec eux, non contre eux. On devient enseignant 
non par appât du gain (vous avez vu les salaires ?) mais parce que l’on veut 
servir la société et transmettre les connaissances aux générations qui feront la 
société de demain. Enseigner, c’est jouer le rôle de trait d’union, de pont entre 
l’ici et maintenant, et ce qui existera demain. 


On m'a reproché la violence de la phrase : « Sous prétexte qu’il existe des 
aveugles et des borgnes, doit-on crever les yeux à tous les citoyens pour assurer 
un traitement égal à tous ? », mais celle-ci décrit ce que je ressens quand je 
vois des programmes mathématiques infirmes proposés à nos élèves de lycée, 
avec des horaires et des instructions qui les rendent encore moins applicables. 


En section $ dite « scientifique » du lycée, pense-t-on qu’il soit normal de ne 
plus étudier les propriétés fondamentales des nombres réels, de ne plus donner 
de définitions rigoureuses des limites, de la continuité et de la dérivabilité des 
fonctions (ce qui empêche de comprendre et de démontrer quoi que ce soit par 
la suite, et donc d'admettre « presque tout » en habituant l’élève à « croire sur 
parole » au lieu de démontrer), de ne plus donner la technique de l’intégration 
par parties, de ne plus étudier le produit vectoriel, de ne plus parler d'équations 
différentielles linéaires du premier ou du second degré, de ne plus étudier des 
courbes paramétrées simples, de ne plus donner de définition correcte d’une 
probabilité, de ne plus faire de dénombrements, d'oublier d’étudier les ellipses 
et les hyperboles, de ne plus introduire quelques éléments de logique (qui 
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servirait au citoyen et pas seulement aux matheux) dès la seconde, de ne plus 
savoir ce qu'est une rotation dans le plan ou dans l’espace ? 


Pourquoi estime-t-on que plus aucun élève entre 16 et 18 ans ne peut com- 
mencer à « faire des mathématiques » à cet âge et doit continuer à utiliser des 
béquilles en se contentant d'observations, de résultats admis et de quelques rai- 
sonnements sur mesure ? Que prépare un tel curriculum ? Sur quoi pourra-t-on 
s'appuyer à l'entrée en fac de sciences ? 


Je parle ici évidemment des élèves qui désirent travailler dans des domaines 
scientifiques, et plus particulièrement des élèves du lycée qui désirent suivre 
un enseignement scientifique qui les prépare à leurs futurs métiers. 


Bien sûr que l’on doit faire réussir tout le monde, mais je continue à penser 
que cela ne doit pas être au détriment de ceux qui peuvent progresser correc- 
tement au lycée. Ces derniers ne devraient pas être obligés d’attendre leurs 
camarades qui ne sont pas intéressés par les sciences et se retrouvent en section 
scientifique-généraliste par défaut, simplement parce qu’on leur a répété que 
c'était la « meilleure » section, celle qui offre le plus de débouchés, quitte à 
détruire les autres sections et d’autres voies qui existent pourtant, et où des 
élèves réussissent aussi. 


Cette logique a conduit à la destruction de la filière scientifique du lycée. 
Dans cette filière, on se heurte maintenant au mur du temps : « celui nécessaire 
pour apprendre, celui nécessaire pour assimiler, celui nécessaire pour créer » 
(Mercier, 2012). Avec les réformes qui se sont déchaînées depuis 1994, il n’y 
a plus de temps suffisant pour atteindre les objectifs minimums en mathé- 
matiques, alors même que l’on constate une désaffection croissante des élèves 
pour l’enseignement des sciences, et que l’on affiche la volonté d’aider l’élève 
à s'approprier les savoirs. 


Un élève de première $ reçoit seulement 36% d’enseignements scientifiques : 
la classe de première devient indifférenciée comme celle de seconde. Les deux 
tiers de son temps de présence au lycée concernent les cours de français, 
d’histoire-géographie, de langues vivantes, de sport, et j'en passe (Mercier, 
2012) (FIG. 1.1). 


Toutes les classes de première de la voie générale du lycée ont maintenant 
à peu près le même programme de mathématiques sur au plus quatre heures 
hebdomadaires : après la seconde indifférenciée, nous voilà avec une première 
indifférenciée. La terminale S, quant à elle, propose environ 59% de matières 
scientifiques, mais pour combien de temps ? 


Pour accueillir tout le monde en filière scientifique, on l’a dénaturée et l’on a 
transformé ce cursus en un long tronc commun généraliste. Le principe d’éga- 
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Part de l’enseignement scientifique 
en première S (2012-13) 


F1G. 1.1 — Une première scientifique ? 


lité devant tous les savoirs a détruit la filière scientifique, et l’une des consé- 
quences immédiates a été de donner le BAC S$S à des non scientifiques. 


J’ai pris la peine d’additionner tous les coefficients du BAC S$ en distinguant 
les matières scientifiques des autres, en supposant que l’on se trouvait en ter- 
minale $, spécialité maths, et que l’on suivait deux épreuves facultatives : 
une langue vivante régionale (LVR) et un enseignement EPS complémentaire 
comptée avec le coefficient 2 en CCF (contrôle en cours de formation). J’ai 
obtenu les résultats suivants (Mercier, 2012 p. 217) : 


Coefficients des épreuves scientifiques : 
9 + 6 + 6 = 21. 
Coefficients des épreuves de culture générale : 
2+2+2+3+3+2+3+2+2—21. 
Et j'en ai conclu que « les résultats au BAC dépendent pour moitié d'épreuves 
non scientifiques », et donc que montrer son BAC scientifique à un employeur 
n’a désormais aucun sens : il s’agissait bel et bien d’un BAC généraliste 
(FIG. 1.2). 


Que dire aussi de la dévalorisation des mentions au BAC, quand on ap- 
prend que 25,9% des mentions « très bien » obtenues par les bacheliers $, 
35% de celles obtenues par les bacheliers ES, et 40,2% de celles obtenues par 
les bacheliers L, n'auraient pas été attribuées sans les épreuves facultatives 
(Buchaillat, et al., 2011 p. 15)? Il s’agit de statistiques officielles regroupées 
dans la FIG. 1.3 où les pourcentages indiqués correspondent à la part des can- 
didats qui ont obtenu le rattrapage, la mention passable, assez bien, bien ou 
très bien, uniquement à l’aide des épreuves facultatives. 
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Coefficients au BACS (*) 


(+) Session 2013, élève de terminale S spécialité maths, 
avec 2 épreuves facultatives (LVR et EPS). 


(+) Le troisième « 2 » dans cette somme correspond 
aux notes de TPE et de LVR dont les points au-dessus 
de la moyenne sont multipliée par 2 


F1G. 1.2 - Un BAC scientifique ? 


Obtenir une mention au BAC $ ne signifie donc pas que l’on possède un 
bon niveau dans les matières scientifiques. Ce n’est pas normal. 


Série Rattrapage |  Passable | Assezbien 
[L 1 RE : | 88] L _144| 
ES 3,3 7,0 12,5 
[s | 29! 5,3| 22) 
Source : Calcul de la mission à partir de la base de données des résultats nationaux du baccalauréat (session 2070), 


F1G. 1.3 — Dévalorisation des mentions au BAC 


Entre nous, des collègues qui participaient aux jurys de BAC S$S à la mi-juillet 
2012 m'ont confié, sous couvert d’anonymat, qu’ils avaient vu des admis aux 
oraux de rattrapage avec des notes de 5, et 4, et même 3 sur 20 à l'écrit de 
mathématiques. Si l’on ajoute que les jurys sont parfois descendus à 7,75/20 
pour proposer un rattrapage, au lieu du seuil officiel de 8/20, on comprend 
que du côté des notes et des réussites au « prestigieux » BAC $S, personne 
n’a vraiment de soucis à se faire. Les statistiques ne pourront qu’augmenter 
au gré des choix politiques qui seront imposés, ce qui finalement satisfait la 
majorité des citoyens. 


Voilà encore le principe d'égalité qui détruit nos repères et empêche qui- 
conque de comprendre où il est : l'élève bardé d’un diplôme scientifique dont 
on attend qu’il s’inscrive en fac de sciences ou de médecine pour poursuivre 
une formation désirée mais qui n’a pas pipé mot en maths depuis trois ans, 
et le parent qui estime que son fils a réussi un bel exploit en réussissant ce 
BAC réputé difficile malgré son niveau depuis le collège et des efforts bien 
sporadiques. 


Si cela existe et perdure, c’est que tout le monde est gagnant à court terme : 
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le candidat, la famille, et l’homme politique qui peut s’appuyer sur le principe 
républicain de l’égalité des chances et sur les bons résultats obtenus au BAC S 
pour tenir jusqu'aux prochaines élections où, s’il est élu, il n’aura qu’à initier 
de nouvelles réformes structurelles qui iront forcément dans « le bon sens ». 
Le hic, car il y en a un, c’est qu’il s’agit de gagnants à court terme, alors 
que notre société est censée durer et assurer le meilleur avenir possible à nos 


enfants. Les profits immédiats motivent et calment les esprits. 


Parallèlement, on réduit les horaires des sciences. Le tableau suivant, tiré 
de mon livre (Mercier, 2012), compare les horaires hebdomadaires de mathé- 
matiques de la sixième à la terminale $ entre 1992 et 2012 : 


Classe 1992 2012 


L 4 
L 3,5 
4 3,5 
À 4 
5 L 
1° C puis S (maths) 6 1 
rC puis S (maths) 9 8 


lotal 


Horaire hebdomadaire de maths 


Ce qui m'a fait écrire : 
« Durant ses études secondaires de la 6e à la terminale, un élève 
scientifique de 1992 bénéficiait au final de 5h de plus par semaine 
par rapport à son homologue de 2012. En comptant 36 semaines 
de cours, cela signifie qu’il bénéficiait de 36 x 5 = 180h de plus que 
son homologue de 2012. 
En vingt ans, tout se passe comme si on avait supprimé une année 
entière d’enseignement des mathématiques (soit cinq heures par 
semaine) prise sur les sept années du secondaire. 
Comment peut-on espérer mieux comprendre ce que l’on fait en 
mathématiques en supprimant une année entière d'enseignement ? 
Comment imagine-t-on que l’on va motiver des élèves à choisir la 
voie scientifique en leur demandant de travailler seuls sans accom- 
pagnement pour combler les lacunes qu’ils accumuleront inévita- 
blement avec un horaire d'enseignement aussi ridicule ? Avec de 
tels choix, de nouvelles vocations pour les sciences ne sont pas 
prêtes à se manifester. » (Mercier, 2012 p. 238) 
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En supprimant pour tous une année de formation en mathématiques dans 
l’ensemble du cursus de la sixième à la terminale, en enlevant tant de substance 
au programme de mathématiques du lycée, en répétant en seconde ce que 
l’on a dit en troisième, pour dégouter ceux qui ont déjà assimilé ce cours, 
et en transformant les mathématiques en science expérimentale sans donner 
de définitions précises mais en s'appuyant sur des expériences louches sur 
ordinateurs, on formate, on aligne, on fait attendre. Bref, on transforme l’élève 
moyen en borgne : quel être doué de raison pourrait cautionner un tel objectif ? 


Je préfèrerais sauver tout le monde, et ne faire perdre de temps à personne. 
J'imagine qu’un système parfait n'existe pas, mais il y a des limites à ne pas 
franchir, sous peine d’être rapidement ramenés à la réalité par dame nature. 


Plus effrayant encore, c’est qu'avec un horaire réduit et un programme allégé 
on doive quand même passer du temps en activités chronophages : l’algorith- 
mique et l’utilisation de l’ordinateur à tout propos. J'imagine alors le scénario 
dessiné dans la figure ci-dessous. 


Matières 
Moins de temps Ordinateur Algorithmique 
[ : réputées 


difficiles 


peu de moyens | chronophage 1! chronophage 


Désaffection pouf 


les sciences 


Quand on me rétorque que l’on croit à l’éducabilité de tous, et que l’on n’a 
pas l’impression que ce soit mon cas, je réponds que je pense pourtant que 
tout le monde peut faire des progrès dans n’importe quel domaine, que tout le 
monde peut trouver à s'épanouir, mais que je ne crois pas que tout le monde 
progresse de la même façon ni soit intéressé par les mêmes domaines. Cela ex- 
plique pourquoi il faut avancer progressivement, suffisamment lentement pour 
permettre au plus grand nombre d’atteindre certains résultats et de choisir, 
ce qui est normal, et encore plus normal quand il s’agit d'enfants de moins 
de 16 ans, mais on ne doit pas ensuite passer trois années supplémentaires à 
attendre des vocations comme on attend des miracles, car ceux-ci ont peu de 
chance de se produire. 
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Les collègues de l’université le diront tous : le niveau n’est pas en train de 
s'améliorer malgré toutes les réformes entreprises (je le dis gentiment). Et pour 
moi ce n’est pas la faute des étudiants! Et cela ne va pas s’arranger dans les 
années à venir où l’on ne parle que d’obliger à augmenter les taux de réussite 
aux trois années de licence, mécaniquement, sans lien avec le réel, rien qu’en 
donnant des notes « correctes >» au bon moment et en diluant les savoirs. 


La première année de faculté commence en perdant six mois pour parler de 
méthodologie et chercher où l’on s’orientera! Six mois, c’est lourd dans une 
formation de trois ans. Puis ensuite il y aura la mise à niveau à partir de pro- 
grammes secondaires déficients, des stages en entreprises qui enlèveront encore 
un mois en troisième année de licence (suivant l’organisation de chaque uni- 
versité), et le saucissonnage des matières en petits éléments de connaissances 
(EC), ce qui ne va pas sans poser des problèmes dont on ne parle jamais 
puisque ce saucissonnage est imposé et présenté comme une marque inéluc- 
table de modernité. Voilà pourquoi je vois arriver des étudiants en master qui 
n’ont pratiquement jamais fait d’arithmétique (peut-être 24 ou 48 heures en 
trois ans pour certains, mais pas ceux qui ont choisi des EC différentes). Ce 
n’est pas leur faute. 


On me reproche d'écrire que l’on « choisit avec entrain d'utiliser pour tous 
des méthodes et des progressions construites pour des élèves en difficulté ». 
C’est pourtant la sensation que j’ai quand je lis les programmes de lycée et 
ouvre un manuel récent. Comment pourrais-je dire cela autrement sans être 
hypocrite ? 


On ne donne plus de cours magistral depuis belle lurette parce que « c’est 
mal », on évite de donner des définitions indispensables à la bonne compré- 
hension des objets avec lesquels on doit travailler parce que l’on estime que 
personne ne les comprendra, et l’on évite tout raisonnement qui dépasse trois 
lignes. On propose des activités de découverte pour aborder n’importe quelle 
notion, on torture souvent ces activités pour justifier l'emploi d’une machine 
en imaginant naïvement qu'un tableur, Algobox ou une calculatrice auront fa- 
cilement la saveur d’un argument d’autorité « pour celui qui raisonne moins », 
et l’on fait perdre un temps incroyable à tous les élèves pour qu'ils rédigent un 
mémoire (TER, TPE et consorts) en cherchant des banalités sur internet (je 
suis excessif en disant cela : les travaux de ce style sont intéressants et forma- 
teurs, mais seulement quand on du temps à revendre et que cela ne supprime 
pas des acquisitions fondamentales qui, elles, sont indispensables pour ne pas 
rester toujours au même niveau au raz des pâquerettes). 


Que fait-on ainsi si ce n’est choisir des méthodes censées fonctionner avec 
des élèves en difficulté, et les appliquer à tous en faisant comme s’il s'agissait 
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d’une panacée ? 


Le pire, c’est que l’on pense que cela va attirer des étudiants vers les facultés 
de sciences. Je n’y crois pas. L’algorithmique va faire peur, les statistiques et 
le tableur inciteront les élèves à travailler dans la finance, ce qui peut tout de 
même rapporter « plus gros » que tous ces savoirs « inutiles » que l’on utilise 
quand on est professeur, ingénieur ou chercheur, et l’utilisation irraisonnée de 
la calculatrice va effrayer et rebuter les quelques élèves capables d’abstraction 
qui ne verront dans les maths qu’un tissu de drôleries qui se vérifient « à la 
calculatrice ». 


Je me limite bien sûr aux mathématiques du lycée parce que je me contente 
de parler de ce que je pense connaître le mieux, mais nos collègues de sciences 
physiques et de SVT devraient prendre la parole : on ne les entend pas assez, 
et pourtant j'en entends des drôles. 


J’ai par contre appris que la méthode globale de lecture s’adressait au dé- 
part à des « enfants de familles riches, en adaptant son rythme à chaque 
enfant, et en ne travaillant qu'avec un enfant à la fois ». J’ai aussi appris 
qu'Ovide Decroly l’appliquait au début du XXe siècle dans le cadre de l’édu- 
cation nouvelle, ayant travaillé lui-même à « l’Institut des aliénés mentaux », 
pour ensuite créer des « fermes-écoles » et devenir inspecteur au « ministère 
de la Justice pour les enfants délinquants » (Wiki). 


Je trouve que c’est bien d'arriver à aider ainsi son prochain. Mais de là à 
en faire un crédo pour tous, et apprendre à tous à lire comme on le fait en 
Chine en reconnaissant des milliers d’idéogrammes, c’est-à-dire en associant 
des dessins à des idées, il y a un pas que je ne franchis décidément pas. 


La méthode globale a évidemment été adaptée, puis semblant ne pas fonc- 
tionner encore, à été adaptée à nouveau, puis encore et encore... Je ne sais 
pas si cela a servi à quelque chose pour la grande majorité des élèves actuels 
vu leurs résultats en lecture. Mais je suis mal placé pour parler de ce sujet, et 
ne peux que recommander l’excellent livre de Marc Le Bris : Et vos enfants ne 
sauront pas lire, ni compter (Bris, 2004), ou une certaine page web de Michel 
Delors qui fait le point sur la question (Delord, 2012). 


On peut aussi citer : 


« Le dernier classement international PTRLS vient de tomber. Les 
résultats des élèves français en lecture sont catastrophiques. Notre 
pays recule encore, passant de la 27e à la 29e place. Pendant ce 
temps nos voisins anglais remontent dans le classement, ils gagnent 
huit places et sont maintenant 11e. 

« C’est normal, depuis 2006, les écoles anglaises préfèrent utiliser 
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des méthodes syllabiques en lecture et en écriture. Et elles sont 
en train d’engranger les bénéfices de ce choix. En France, on ne 
regarde pas l'efficacité des méthodes, on en reste aux querelles ! Le 
pragmatisme anglais est en train de sauver des centaines de milliers 
d'enfants qui, jusque-là, étaient condamnés à sortir du système sans 
savoir ni lire ni écrire correctement » souligne Olivia Millioz, porte- 
parole de SOS Éducation. « Qu'est-ce qu’on attend pour changer 
nos méthodes ? ». 

La dernière étude menée en Angleterre comparant les méthodes 
d'apprentissage en lecture et en écriture a été menée sur plus de 
300 élèves pendant 7 ans. Elle a conclu que les élèves bénéficiant de 
méthodes syllabiques ont une large avance sur les élèves apprenant 
avec des méthodes mixtes. 

Les élèves qui tirent le plus grand bénéfice de ce changement de 
méthodes sont les élèves issus des populations les plus fragiles. » 
(BSE, 2012), (Millioz, 2012). 


On me dit : « Croyez-moi, tout est bien calibré pour que les méthodes et 
les progressions soient faites pour les meilleurs élèves, en faisant attendre les 
autres... non pardon, en les faisant échouer, en les décrochant et en ne leur 
offrant pas le bagage commun nécessaire. Nos résultats aux enquêtes interna- 
tionales sont frappants : une élite très performante et un gros groupe d’élèves 
décrochés. Et devinez quoi ? C’est la reproduction sociale qui prévaut. » 


Je n’y crois pas ! Les méthodes ne sont pas calibrées pour les meilleurs élèves, 
et l'enquête PIRLS 2011 sur la lecture en CM1 menée en 2011 (PIRLS, 2012), 
montre que des élèves jusque-là soi-disant « protégés » voient leurs résultats 
décroître. Aïnsi : « Les résultats français se dégradent. Entre 2001 et 2011 
notre score est passé de 525 à 520. Le pourcentage d'élèves les plus avancés a 
régressé passant de 7 à 5%. » (Jarraud, 2012) 


Quant à la « reproduction sociale », on l’invoque chaque fois pour détruire 
un petit peu plus le système. Pour lutter pour la mixité sociale et contre la 
méchante et effroyable abstraction mathématique imposée aux élèves du lycée 
de la section scientifique-généraliste (comme par exemple la notation n!, dite 
« factorielle n », qui représente le produit n x (n-1) x...x 2 xl des n pre- 
miers nombres entiers naturels, une abstraction considérée comme étant hors 
de portée de tout jeune homme de 18 ans, et donc interdite), ira-t-on jusqu’à 
agiter le drôle d’article paru dans le Figaro-étudiant où l’on cite une étude de 
l’université de Chicago qui prouverait que les exercices de maths provoquent 
des migraines (Maad, 2012) ? En invoquant le principe de précaution sanitaire, 
je propose d’aller plus loin, sans rire, et de ne laisser que quelques heures de 
mathématiques au collège pour savoir compter (en utilisant une calculatrice), 
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et de supprimer cette discipline sectaire du lycée pour permettre à tous d’être 
enfin au même niveau! Allons-y carrément, et il n’y aura plus de problème 
d'égalité devant le savoir. Ceux qui, par hasard ou atavisme, seront encore 
intéressés par les sciences devront attendre la fin du premier semestre de la 
première année de faculté, donc après les six mois de méthodologie et de ré- 
flexion renouvelée sur le choix du parcours, pour débuter enfin. En attendant 
un peu plus, on pourra même demander de choisir sa maison de retraite en 
même temps que les études que l’on veut mener. 


On me dit : « D’autant que vous parlez du lycée... Sachez que dans mon 
établissement, moins de 30 % des élèves accèdent au lycée général et moins 
de 3 % dans la prestigieuse filière $S. C’est le lot des collèges dit « difficiles ». 
Les élèves dont vous parlez (...) ont déjà largement été filtrés par la grande 
machine à sélectionner qu’est l'éducation nationale française. » 


On a raison : le filtre a déjà joué, mais doit-on absolument placer TOUS les 
élèves de collège en lycée ? Est-il raisonnable de croire que tout le monde peut 
faire la même chose au même moment ? Peut-on imaginer un instant vouloir 
que 100 % d’une classe d’âge accède à la connaissance de la Théorie de Galois 
à BAC+5 sous prétexte que c’est prestigieux et formateur ? Qui plus est, je 
ne savais pas que travailler les mathématiques était si prestigieux et désirable 
compte tenu de la baisse des vocations en sciences que l’on observe année après 
année. 


Le problème étant de savoir qui fera quoi, à quel moment, et dans quel but, 
on n’est pas sorti de l’auberge. La question est difficile, mais pourquoi irait-on 
pénaliser ceux qui n’ont pas de problèmes et savent à peu près ce qu’ils veulent 
faire dans la vie ? 


J’ai eu le malheur d'écrire un jour qu’il y aura toujours des élèves en dif- 
ficulté, et qu'il convient de leur proposer des voies adaptées dans lesquelles 
ils pourront progresser et s'épanouir, et l’on m’a répondu en assénant des cli- 
chés : « Le retour des vieilles lunes... ou comment se donner bonne conscience 
en invoquant l’épanouissement d’élèves dans des filières différentes, des voies 
adaptées... Blablabla! C’est du tri, de la sélection, de la ségrégation sociale 
organisée. » 


Voilà donc qu’effectuer un tri nous renvoie forcément à l’époque de Drancy... 
Et d’en déduire que l’on doit s’interdire de choisir entre ceux qui peuvent suivre 
un enseignement et ceux qui ne le peuvent pas. La sélection effraie moins en 
sport. 


En s’interdisant d'effectuer un tri à quelque niveau que ce soit (donc en 
attendant le découragement et le désintérêt de la part de l’apprenant, ce qui 
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n’est pas beau), on interdit à beaucoup d'apprendre et de devenir « bons dans 
un domaine », sans parler de ceux qui pourraient devenir « très bons » et 
faire avancer l’humanité. On les raye d’un trait de crayon, plus d’avenir, plus 
d’espoir : ils devront aller dans le privé ou attendre dix ans pour commencer 
leurs études, et continuer longtemps leurs études avant de se trouver sur le 
marché du travail, s’ils en ont les moyens et encore l’envie. 


Supprimer les notes et accepter tout le monde dans n’importe quelle filière 
est un non-sens, mais c’est vers quoi on semble se diriger. C’est idéologique : 
c'est « mal » de faire le tri. En lisant des réponses comme celles qu’on m'a 
faites, je comprends mieux pourquoi l’éducation à évolué dans ce sens : une 
majorité de personnes œuvre pour qu’il en soit ainsi. 


On m'a aussi dit que parler comme je le fais, c’est « (se) dédouaner d’une 
vraie réflexion sur la pédagogie. Pourquoi l’école perd ces élèves fragiles ? Parce 
que tout est calibré pour les bons. Parce que le cours « magistral >» ou « des- 
cendant », uniforme, s’adresse aux meilleurs. Jamais, ou si peu, les questions 
de différenciation, de diversification ou de coopération ne sont posées. » 


En fait le cours magistral n’existe plus depuis belle lurette, l’enseignement 
est maintenant assez bien déstructuré, spiralé à souhait, et l’on fait des efforts 
conséquents pour le différencier en proposant des aides personnalisées à tout 
crin dont on peut prédire qu’elles seront de plus en plus nécessaires compte 
tenu des difficultés de compréhension que l’on crée artificiellement. Les in- 
ventions pédagogiques sympathiques sur le papier (mais désastreuses dans les 
faits) vont bon train pour sauver « tous les élèves », comme les célèbres « Ac- 
compagnements personnalisés » de la réforme du lycée 2010 dont j’ai expliqué 
l'efficacité dans mon livre (Mercier, 2012 p. 139). 


Je suis d’accord avec ceux qui me disent : « Il faut aussi penser que l’école 
est là pour former les futurs citoyens et non uniquement faire ingurgiter des 
masses de savoirs savants qui servent à la poursuite d'étude et surtout à la 
sélection ». Le savoir savant, c’est une façon pompeuse de parler du savoir, 
une façon de le réserver aux « savants » peut-être. Mais c’est vrai : on ne 
va pas au collège seulement pour apprendre, mais pour savoir se comporter 
et devenir un citoyen responsable. C’est l’un des objectifs de l’enseignement à 
l’école, au collège, au lycée, et après. 


Par contre je ne crois pas que la réussite consiste à « décrocher une place 
aux concours des grandes écoles ». Il y a tant de façon de réussir une vie! On 
peut être berger, libre dans sa tête et réussir sa vie. On peut se faire moine 
dans un grotte et la réussir beaucoup plus que ce que l’on peut imaginer a 
priori. Ce que je demande seulement, c’est que l’on arrête de s’acharner sur 
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les savoirs scientifiques enseignés car je pense qu’on aura encore besoin de 
scientifiques dans notre pays dans les années à venir. C’est tout. 


On m'a enfin dit que j'étais un contre-exemple vivant qui prouve que l'IUFM 
(donc les futurs ESPE puisqu'on réforme encore une fois la formation des 
enseignants — il devient interdit de parler de maîtres - après la réforme globale 
d'il y à à peine trois ans : réformite aigüe, subite, imparable, dont on ne se 
soigne pas!) ne délivre pas une pensée unique. 


Suis-je le contre-exemple qui confirme la règle? J’ai été recruté comme 
enseignant-chercheur de mathématiques et mon rôle est d’aider mes étudiants 
de mathématiques à acquérir et approfondir des savoirs disciplinaires en lien 
avec leur future profession, qui garantiront aussi leur niveau master. Il nous 
faut des enseignants qui raisonnent juste, qui s'expriment bien, qui sont atten- 
tifs à leurs élèves, qui sont capables de rédiger, qui connaissent leur matière 
suffisamment bien pour pouvoir adapter leur discours au niveau des élèves qui 
leur seront confiés sans le dénaturer. On veut des spécialistes des mathéma- 
tiques pour garantir un bon enseignement dans tous les collèges et tous les 
lycées. C’est beau! 


Je ne pense pas être le seul. 
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1.3 Réactions 


Je propose ici un choix de commentaires que j'ai trouvés assez significatifs. 
Le lecteur pourra accéder à l’intégralité des commentaires postés sur le site 
d’Agoravox. 


A1. Je rajouterai que si la scolarité des jeunes Français part en vrille, l’édu- 
cation parentale aussi, ce qui n’arrange rien. 


Un exemple rapide : les téléphones portables. Pourquoi en offrir à un gamin de 
moins de 15-16 ans, si ce n’est lui donner une chance supplémentaire d’échouer. 
Les collégiens et lycéens reçoivent des SMS inaudibles de la part des professeurs 
et, bien évidemment, n’écoutent plus les cours. On pourrait également parler 
du langage SMS. 


Ou des parents qui considèrent que leur progéniture est formidable. Si elle est 
échoue, c’est de la faute des professeurs ! 


A2. En dehors de votre réflexion sur l’algorithmique — le seul domaine in- 
formatique exigeant une rigueur mathématique, et dont l’enseignement est 
justifié —, je suis globalement d’accord avec votre article. 
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Le point important que vous n’abordez pas est QUI décide les programmes 
scolaires ? Sur quels critères sont choisis ces décideurs ? Seuls des profession- 
nels devraient en faire partie : chercheurs, ingénieurs, médecins, enseignants 
bien sûr, et autres professionnels de la vie active. En devraient être systé- 
matiquement exclus les pseudo-théoriciens qui « pensent » la vie mais ne la 
connaissent pas. 


Vous devriez aussi consacrer un article élogieux à la formation la mieux réussie : 
celle de consommateur. Mais c’est un autre problème. 


43. Les maths sont une méthode de sélection pour les grandes écoles et bon 
nombres d’autre école supérieure. 


Pourtant, est-ce que tous ces étudiants calculeront des intégrales et des dérivés 
ne serait-ce qu’une fois dans leur vie, passé le tamis de l’école ? Peut-on faire 
médecine sans être bon en maths ? 


La filière scientifique n’a plus rien de scientifique. C’est la filière qu’il faut 
suivre pour maximiser ses chances pour obtenir des dossiers dans les écoles 
supérieures et rien d’autre. 


Pourquoi l’état, ou plutôt l'éducation nationale cautionne ? elle veut probable- 
ment qu'il n’y ait pas de sélection par idéal égalitaire. Tout le monde à BAC + 
5 est peut-être devenu le nouveau crédo. Et on voit de plus en plus d’ingénieur 
(ou niveau équivalent) sommes toute, assez médiocre. 


La sélection fini par avoir lieu, mais naturellement. Si cette sélection a de 
moins en moins lieu à l’école, elle aura de plus en plus lieu directement dans le 
monde du travail. Laissant sur le carreau ceux qui aurait pu avoir un parcours 
correct dans des filières moins nobles. 


A4. Mon dieu que votre article fait plaisir à lire. Moi qui suis enseignant 
en sciences physiques je ne vous raconte pas les difficultés que je rencontre 
avec mes élèves pour leur faire comprendre la mécanique de Newton (enfin ce 
qu’il reste de la mécanique de Newton...) sans les équations différentielles, les 
forces de Laplace sans le produit vectoriel, etc. Les sciences physiques ont un 
squelette mathématique. Enlevez le squelette et il reste un blob informe de 
recettes décousues. 


Les nouveautés du programme de terminale $ en sciences physiques s’an- 
noncent délirantes : relativité restreinte (ils savent à peine ce qu’est un produit 
scalaire..), transformées de Fourier pour le traitement du signal... 


Et le pompon vous le connaissez : plus un gramme d'électricité pendant tout 
le lycée, plus rien (ou si peu : quelques relations de 3° revues pêle-mêle). Finies 
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les lois des mailles, loi de Pouillet, Loi de Lenz, rien sur les oscillateurs RLC, 
plus rien sur le condensateur, la bobine, les résistances... C’est effrayant ! 

Je n'ai, quant à moi aucun doute sur le danger que représente ces réformes 
pour ceux et celles qui se destinent à devenir des chercheurs/ingénieurs. 


Quant à la volonté de rendre la filière $ accessible à tous c’est de la c# l*erie 
pure et simple. De la démagogie dans tout son cynisme et sa stupidité. Quelle 
tristesse ! Nous, les Français, qui pouvions nous targuer de notre modèle d’école 
et de la qualité de nos scientifiques. À ce train-là, nous serons bientôt aussi 
productifs en brevets que les pays sous-développés. 


A5. De toute façon les sciences au lycée n'étaient déjà pas très poussées 
dans les années 1990. J’ai eu mon BAC $S en 1996 avec spécialité physique. 
J’aimais cette matière, et j’ai eu un bon résultat au BAC. 


Pourtant, en cours l’esprit scientifiques n'était déjà plus là. Un lycéen ne se 
pose pas de question, il applique des formules. Cela ne donnait que très peu 
d'espace à la réflexion sur la nature des choses que nous manipulions. 


Il faut bien sûr apprendre à marcher avant de courir, pourtant je dirais qu’il 
y manquait déjà l'essentiel. La curiosité, la soif de comprendre. 


Les maths sont indispensables pour la physique, mais c’est un outil. A l’école 
on nous apprend à utiliser cet outil dans le vide. Il y a un manque de corrélation 
avec la pratique. Le mathématicien est un peu trop dans sa bulle. 


ÀG. Pour ma part, je ne vois qu’une chose... 90% des scientifiques aujourd’hui 
sont des ignorants. Les polytechniciens ont oublié ce qu’est une dérivée, les 
médecins ne savent pas réduire des fractions au même dénominateur. 


Récemment, je pose la question : si y = 2x, que vaut dy/dx ? Devinez quoi ? 26 
étudiants sur 45 ont répondu 2! Les autres se sont plantés! Pas mal... Jusqu'à 
ce qu’on regarde les développements. Si y = 2x, 


dy __ d2x 


ne, 
dx dx : 


en simplifiant par x et par d, et hop! On obtient 2! 


(...) Il faut que les boulangers sachent faire du bon pain et que les médecins 
connaissent les maths, parce que la médecine aujourd’hui ne se pratique plus 
avec un stéthoscope en bois d’olivier. Nous sommes dans une société ou par 
démagogie on s'oppose à tout élitisme dans l’éducation, alors qu’on ne cesse de 
le prôner en sport, dans les émissions de télé ridicules comme Star Académie, 
etc. 
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Ne pas être élitiste, ne pas sélectionner les meilleurs et jeter les nuls est tout 
simplement un acte de barbarie pour la santé de nos sociétés futures. (...) 


NB : j'enseigne dans un DIU LASER à l’université de XXX où je donne 
le cours de physique des lasers. Les 45 étudiants sont tous BAC +12 ou +13 
(dermatologues, angiologues, chirurgiens). Je précise qu’il s’agit d'étudiants 
très appliqués et très volontaires ! Ils viennent de leur propre gré chercher une 
compétence supplémentaire et sont tous très motivés. Une autre question choix 
multiple était : l0g,9(10000). J’ai eu seulement deux réponses correctes. Les 
autres ont répondu 0, 1 ou 10 ou 1000. 
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Chapitre 2 


Les raisonnements en 
mathématiques 


Différents types de raisonnement en mathématiques. Exemples et 
illustrations en rapport avec les programmes du secondaire. 


(Saïna Galpé & Gladys Romain!) 


Résumé — L'activité mathématique demande de résoudre des 
problèmes en disposant de suffisamment de temps pour réfléchir 
à tous ses aspects, proposer des conjectures, les tester en cher- 
chant des contre-exemples éventuels, et finalement rechercher une 
démonstration qu'il s’agit de rédiger. Pour cela, un élève du secon- 
daire est appelé à raisonner pour produire et rédiger des démons- 
trations. 


Nous voulons ici proposer une analyse du programme du secondaire 
en ce qui concerne la valorisation de la démarche d'investigation 
et l’apprentissage du raisonnement mathématique par les élèves, 
et cette analyse sera l’occasion d’analyser certains manuels sco- 
laires, d'établir un catalogue des différents types de raisonnements 
qui figurent au programme, et de réfléchir sur un certain nombre 
d'exemples d'utilisation de ces raisonnements en collège et au lycée. 


!Cet article, paru dans le volume IV de la revue LMEC [13], à été présenté en juin 
2012 comme mémoire de master sous la direction de D.-J. Mercier. Il est reproduit ici avec 
l’aimable accord de leurs auteurs $. Galpé et G. Romain. 


25 


26 CHAPITRE 2. LES RAISONNEMENTS EN MATHÉMATIQUES 


2.1 Introduction 


L'Encyclopédie Universalis définit le raisonnement comme « une certaine 
activité de l’esprit, une opération discursive par laquelle on passe de certaines 
propositions posées comme prémisses à une proposition nouvelle, en vertu du 
lien logique qui l’attache aux premières : en ce sens, c’est un processus qui se 
déroule dans la conscience d’un sujet selon l’ordre du temps » [12]. 


On doit la première forme de raisonnement au pharaon égyptien Psammé- 
tique (663-609 av. J.-C.). Dans son livre IT, l’historien grec Hérodote fait le 
récit suivant : 


Avant le règne de Psammétique les Égyptiens se croyaient le peuple 
le plus ancien de la terre. Mais quand Psammétique devint roi, il 
voulut savoir quel peuple méritait vraiment ce titre; et depuis ce 
moment les Égyptiens pensent que les Phrygiens les ont précédés, 
s’ils sont cependant plus anciens eux-mêmes que tous les autres 
peuples. Toutes les recherches de Psammétique pour découvrir un 
moyen d'apprendre quel peuple était le premier apparu sur la terre 
étant demeurées vaines, il imagina ce procédé : il fit remettre à un 
berger deux nouveau-nés, des enfants du commun, à élever dans 
ses étables dans les conditions suivantes : personne, ordonna-t-il, 
ne devait prononcer le moindre mot devant eux, ils resteraient seuls 
dans une cabane solitaire et, à l’heure voulue, le berger leur amène- 
rait des chèvres et leur donnerait du lait à satiété, ainsi que tous les 
soins nécessaires. Par ces mesures et par ces ordres, Psammétique 
voulait surprendre le premier mot que prononceraient les enfants 
quand ils auraient dépassé l’âge des vagissements inarticulés. Il en 
fut ainsi; pendant deux ans le berger s’acquitta de sa tâche, puis 
un jour, quand il ouvrit la porte et entra dans la cabane, les enfants 
se traînèrent vers lui et prononcèrent le mot bécos, en lui tendant 
les mains. La première fois qu’il entendit ce mot, le berger ne fit 
rien; mais comme, à chacune de ses visites, ils le lui répétaient 
sans cesse, il en informa son maître et, sur son ordre, lui amena 
les enfants. Psammétique les entendit à son tour et fit rechercher à 
quel peuple appartenait le mot bécos : il découvrit ainsi que c’est, 
chez les Phrygiens, le nom du pain. Les Égyptiens s’inclinèrent de- 
vant une pareille preuve et reconnurent que les Phrygiens étaient 
plus anciens qu'eux. Tel est le récit que m'ont fait les prêtres d’'Hé- 
phaïstos à Memphis. 


Les premières investigations avérées sont apparus en Grèce dans l’Antiquité. 
Thalès de Millet (624-547 av. J.-C.), au VI siècle av. J.-C. fut le premier a 
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tenté d'expliquer le monde et les phénomènes naturels sans faire référence aux 
Dieux. S'en suit Pythagore (580-500 av. J.-C.) qui fut le premier à donner 
la preuve du Théorème qui porte son nom, même si celui-ci était connu bien 
avant lui. 


Au cours de notre stage d'observation au sein du lycée de Baimbridge à 
Pointe-à-Pitre, nous avons constaté que les élèves ne ressentaient pas l’intérêt 
de prouver leurs hypothèses de manière rigoureuse. Ces derniers se conten- 
taient du fait que quelques exemples, ou quelques constations rapides faites 
sur des figures, vérifiaient leurs hypothèses pour la valider. C’est ainsi que nous 
nous sommes posées les questions suivantes : quels raisonnements sommes-nous 
tenus d'étudier dans le secondaire et comment les enseigner ? 


Nous tenterons de répondre à ces questions en nous intéressant tout d’abord 
à la place accordée au raisonnement dans les programmes scolaires des lycées et 
collèges. Nous nous intéresserons ensuite aux divers types de raisonnements en- 
seignés dans le secondaire. Pour finir, nous proposerons de nombreux exemples 
et illustrations de ceux-ci. 


2.2 Le raisonnement mathématique 


2.2.1 Définition du mot raisonnement 


Le raisonnement est à la base des mathématiques. C’est à partir de lui que 
les Grecs ont bâti les mathématiques. Citons quelques définitions d’auteurs à 
propos du raisonnement mathématique. 


Selon Oléron [21] : « Le raisonnement se présente comme un enchaînement, 
une combinaison ou une confrontation d’énoncés ou de représentations, respec- 
tant des contraintes internes susceptibles d’être explicitées, conduit en fonction 
d’un but. ». 


Arsac et Chapiron, dans leur étude du raisonnement déductif [3], donnent 
une définition plus générale du raisonnement. « Le but du raisonnement est 
de découvrir par l’examen de ce que l’on sait déjà quelque autre chose que 
l’on ne sait pas encore. [...] Le mot raisonnement est susceptible de multiples 
définitions, il présente une certaine ambiguïté (qui est aussi une commodité) : 
il désigne à la fois l’activité intellectuelle qui aboutit au but visé et le résultat 
écrit ou oral de cette activité. » 


Lithner [18] place la preuve au centre du raisonnement mathématique. Il 
définit le raisonnement comme «la ligne de pensée, ou la manière de pensée 
empruntée pour produire des constatations et arriver à des conclusions. L’ar- 
gumentation est la validation, ou la partie du raisonnement dont le but est 
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de se convaincre soi-même, ou quelqu'un d’autre que le raisonnement est bien 
choisi ou adéquat. » 


2.2.2 Différence entre démonstration et raisonnement 


N 


Nombreux sommes-nous à confondre démonstration et raisonnement. Ce- 
pendant, il faut distinguer ces deux notions. 


Le raisonnement, lui, est constitué de trois étapes : 
- La recherche. 
- La découverte. 
- La production d’une preuve. 


La démonstration, quant à elle, est en réalité l’aboutissement du raisonne- 
ment. Elle se présente donc sous une forme déductive et rédigée. De plus, elle 
repose sur le fait que ses conséquences proviennent d’axiomes ou de propriétés 
démontrées au préalable. 


On peut ainsi rappeler que raisonner en mathématiques, ce n’est pas se conten- 
ter de produire un raisonnement purement déductif. 


Par abus de langage, le mot démonstration est souvent utilisé mais seulement 
dans le sens du mot raisonnement. Cela est sûrement dû au fait qu’en mathé- 
matique raisonner consiste principalement à démontrer surtout au niveau des 
critères d'évaluation du raisonnement. 


2.2.3 Règles de raisonnement mathématique 


Lorsqu'on demande dans un exercice de mathématiques, si un énoncé est 
vrai ou faux, il faut avoir à l'esprit les lois suivantes? : 


- Un énoncé mathématiques est soit vrai, soit faux. 

- Des exemples qui vérifient un énoncé ne suffisent pas pour prouver que 
cet énoncé est vrai. 

- Pour débattre, on s’appuie sur des axiomes. 

- Un contre-exemple suffit pour prouver qu’un énoncé est faux. 

- Une constatation ou des mesures sur un dessin ne suffisent pas pour 
prouver qu’un énoncé de géométrie est vrai. 


Dans la pratique, il est souvent plus facile de prouver qu’une proposition est 
fausse, plutôt que le contraire. En effet, il suffit de trouver un contre-exemple. 


En revanche, prouver qu’une proposition est vraie, n’est pas toujours évident. 
On peut trouver plusieurs exemples vérifiant la proposition, mais ceci ne suffit 


2D'après un document proposé par l'académie de Poitier : 
http ://hebergement.ac-poitiers.fr/c-latille/maths/m@nuel-eleve/4/c4t1/c4t1_ synthese.pdf 
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pas à la déclarer vraie. Il faudrait pouvoir traiter tous les cas possibles, ce qui 
n’est pas réalisable lorsqu'il y en à une infinité. 

Si l’on n'arrive pas à prouver qu’un énoncé est vrai, il est préférable de citer 
des exemples qui le vérifient et de ne pas conclure. Il vaut mieux dire : cet 
énoncé me semble vrai, mais je sais que des exemples qui vérifient un énoncé 
ne suffisent pas à prouver que celui-ci est vrai, donc il me reste un doute qui 
m'empêche de conclure. Si l’élève rédige ainsi, le professeur sera indulgent à 
la correction, car les lois fondamentales du raisonnement mathématique ne 
sont pas transgressées, ce qui est déjà très bien. Le plus important, ce n’est 
pas de produire le résultat attendu, mais plutôt de respecter les règles dans le 
raisonnement mathématique. 


2.2.4 Etapes d’un raisonnement mathématique 


Déployer un raisonnement mathématique est une activité intellectuelle qui 
se traduit par une manière particulière d'aborder une situation. L'élève qui 
effectue un tel raisonnement doit structurer sa pensée en intégrant un ensemble 
de savoirs. On distingue plusieurs étapes importantes lors de l'élaboration d’un 
raisonnement mathématique* : 


Etape 1 - Comprendre le problème : 
Schématiser la situation afin d'identifier les éléments pertinents ; 
Rechercher les éléments essentiels dans le problème ; 
Trouver des exemples ; 
Classer et organiser les données ; 
Séparer le problème en éléments plus petits ; 
Explorer plusieurs formes de représentation ; 
Rechercher des problèmes similaires ; 
Clarifier la nature de la solution cherchée. 


Etape 2 - Emettre des conjectures : 
Identifier concepts et processus mathématiques en lien avec la situation ; 
Combiner les différents éléments afin de découvrir un lien ou une logique ; 
Chercher une régularité dans les exemples ; 
Chercher la cause de la régularité observée ; 
Comparer les exemples afin d'identifier une loi ; 
Présenter des explications possibles : 
Deviner des solutions. 


SD’après un document proposé par cristal cognitif : 
http ://www.proticdocs.net/micheldesbiens/guides/SchemaRaisMath.pdf 
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Etape 3 - Valider les conjectures : 
Classer les conjectures selon leur vraisemblance : 
Chercher un contre-exemple afin de réduire le nombre de conjectures : 
Eprouver les conjectures à partir de plusieurs cas particuliers ; 
Chercher une contradiction dans les conjectures ; 
Raffiner ou modifier au besoin les conjectures émises ; 
Justifier les conjectures à partir de concepts mathématiques ; 
Chercher le pourquoi de la structure cachée. 


Etape 4 - Présenter la preuve : 
Expliquer la conjecture retenue ; 
Démontrer la preuve ; 
Utiliser le type de raisonnement adapté à la situation ; 
Donner à la preuve une forme facilitant la communication ; 
S'assurer que chaque étape de la preuve est justifiée ou expliquée. 


2.2.5 Les supports pour raisonner 


Pour pouvoir raisonner en mathématique, on a le plus souvent besoin de 
supports. C’est d'autant plus utile à travers l’étape 2 qui consiste à émettre 
des conjectures. 


La géométrie est un support que l’on privilégie beaucoup dans la pratique 
du raisonnement déductif. Cependant, elle-même, s’articule autour de l’obser- 
vation, de la réalisation de figures (même à main levée), de la mise en place de 
processus d’expérimentation et de critiques des différentes conjectures émises. 
Elle est donc perçue comme « un domaine riche, varié, présentant un aspect 
visuel et esthétique, voire ludique » (extrait du document Ressources pour les 
classes de 6°, 5°, 4° et 3° du collège de juin 2009). 


Les différentes calculatrices destinées aux élèves des collèges et lycées sont 
également des outils permettant de raisonner. 


Il y a aussi les TICE qui permettent notamment d'établir des conjectures, 
étape nécessaire à la réalisation d’un raisonnement. On y retrouve tout au long 
de l’enseignement secondaire : 

- Les logiciels de géométrie dynamique : Géoplan-Géospace, Geogebra, 
Cabri Geomètre IT Plus, Tout XY, C.a.R, Geonext, Atelier de Géométrie, 
Declic. 

- Les logiciels de calcul formel et symbolique : Algobox, Xcas, Derive, 
Maxima, Maple, Mathematica, Mupad. 


- Les logiciels de soutien scolaire et exerciseurs : SMAO, SAMAO, Euler, 
Wims, Mathenpoche. 
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- Les outils de bureautique, les tableurs : Open Office ou Star Office, suite 
Office de Microsoft. 


2.3 Analyse du programme du secondaire 


2.3.1 Le programme du collège 
Comme le dit le document Ressources pour le collège de Juin 2009 : 


Le programme de mathématiques du collège accorde une place 
centrale à la résolution de problèmes. Il insiste en particulier for- 
tement sur l’importance de la résolution de problèmes dans l’ac- 
quisition du socle commun de connaissances et de compétences. 
La résolution de problèmes constitue en effet, dans le champ des 
mathématiques, la mise en œuvre de la méthode d'investigation. 
Cette nécessité de structurer l’activité mathématique des élèves 
autour de la résolution de problèmes est affirmée dans l’introduc- 
tion générale des programmes de mathématiques, mais est aussi 
rappelée dans l’en-tête de chaque partie du programme de chaque 
classe avec des indications précises sur les objectifs assignés. La 
résolution de problèmes, en mathématiques, recouvre plusieurs ac- 
tivités qui, toutes, s’appuient sur le raisonnement de l'élève. Ces 
activités, parfois successives mais souvent imbriquées, peuvent se 
décliner en compétences : 

- lire, interpréter et organiser l’information : 

- s'engager dans une démarche de recherche et d'investigation ; 

- mettre en relation les connaissances acquises, les techniques 
et les outils adéquats pour produire une preuve ; 

- communiquer par des moyens variés et adaptés à la solution 
du problème. 


Comme on peut le lire sur le site officiel du ministère de l’éducation nationale, 
le programme de mathématiques qui s'étend de la sixième à la troisième est 
divisé en quatre domaines : 


- organisation et gestion de données, fonctions, 
- nombres et calcul, 
- géométrie, 
- grandeurs et mesures. 
Il est nécessaire d’insister sur le fait que le raisonnement a une place très 
importante tout au long de l’enseignement secondaire de premier cycle même 
si celui-ci reste tout de même une tâche très délicate. 
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est irrationnel. 
Si on divise le 
numéraeteur et le 
déneminateur d'une 
fraction par leur 
PGCO, on cbtient 
une fraction 
irréductible égale. 


Tableau des démonstrations vues au collège à travers le cours 
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L’initiation au raisonnement débute réellement dès la classe de sixième par 
le biais de petites séances où le professeur tente de faire une approche du rai- 
sonnement déductif. Tout cela est fait dans le but que l’enseignant de sixième 
puisse « assurer le passage d’une vision de la géométrie expérimentale à la 
géométrie de démonstration qui sera à la base de l’enseignement des mathé- 
matiques dans les classes suivantes du second degré » (extrait de l'introduction 
du manuel Travaux géométrique en 6° de A. Kuzniak et C. Taveau [16]). 


C’est pour cela qu’on dit généralement que l’enseignement du raisonnement 
géométrique qui se fonde sur les démonstrations, ne commence qu’en classe de 
cinquième. 

On trouvera à la page 32 un tableau récapitulatif des démonstrations vues 
au collège à travers le cours permettant de bien distinguer à travers quels 
chapitres sont vus les différents raisonnements tout au long du collège. 


2.3.2 Le programme du lycée 


Dans le cadre de la réforme des lycées mise en place à la rentrée 2010, 
de nouveaux programmes sur l’enseignement des mathématiques ont vu le 
jour. Recentrés sur la résolution de problèmes et sur le développement de 
l’autonomie de l'élève, ces programmes ont pour but de former l’élève à la 
démarche scientifique. 


Luc Chatel, ministre de l'éducation nationale, qui s’occupe de la mise en 
place de cette réforme, encourage « le déploiement d’un enseignement basé 
sur l’expérimentation et l’investigation, qui motive les élèves ». 


L'objectif de ce programme est de former les élèves à la démarche scientifique 
sous toutes ses formes pour les rendre capables de : 


- modéliser et s'engager dans une activité de recherche ; 

- conduire un raisonnement, une démonstration ; 

- pratiquer une activité expérimentale ou algorithmique ; 

- produire une analyse critique d’un résultat, d’une démarche ; 

- utiliser les outils logiciels (ordinateurs ou calculatrices) adaptés à la 
résolution d’un problème. 
(Extrait du bulletin officiel n°30 du 23 juillet 2009) 


Le programme stipule que l’enseignant ne doit pas faire un chapitre sur le 
raisonnement mais doit au contraire introduire cette notion au fur et à mesure 
des chapitres. 


Tableau relevé sur : http ://mathematiques.ac-bordeaux.fr/pedaclg/dosped/raisonneme 
nt/brochure_init_raison/2a-difraison.htm 
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Voici un extrait du bulletin officiel n°30 du 23 juillet 2009 qui précise ce 
qu’un élève de lycée doit apprendre au sujet des notations et des raisonnements 
logiques : 


Notations mathématiques 


Les élèves doivent connaître les notions d’élément d’un ensemble, de sous- 
ensemble, d'appartenance et d’inclusion, de réunion, d’intersection et de com- 
plémentaire et savoir utiliser les symboles de base correspondant €, €, U, N 
ainsi que la notation des ensembles de nombres et des intervalles. 


Pour le complémentaire d’un ensemble À, on utilise la notation des proba- 
bilités À. 

Pour ce qui concerne le raisonnement logique, les élèves sont entraînés, sur 
des exemples à : 


- utiliser correctement les connecteurs logiques « et », « ou » et à dis- 
tinguer leur sens des sens courants de « et », « ou » dans le langage usuel: 

- utiliser à bon escient les quantificateurs universel, existentiel (les sym- 
boles Y, 2 ne sont pas exigibles) et à repérer les quantifications implicites dans 
certaines propositions et, particulièrement, dans les propositions condition- 
nelles ; 

- distinguer, dans le cas d’une proposition conditionnelle, la proposition 
directe, sa réciproque, sa contraposée et sa négation ; 

- utiliser à bon escient les expressions « condition nécessaire », « condition 
suffisante » ; 

- formuler la négation d’une proposition ; 

- utiliser un contre-exemple pour infirmer une proposition universelle ; 

- reconnaître et utiliser des types de raisonnement spécifiques : raison- 
nement par disjonction des cas, recours à la contraposée, raisonnement par 
l'absurde. 


Les nouveaux programmes insistent sur l’importance de développer la dé- 
marche d'investigation de l'élève. On retrouve dans la partie diversité de l’ac- 
tivité de l’élève du programme de la classe de seconde, les verbes « chercher, 
expérimenter, raisonner, démontrer, trouver, expliquer » qui font partie du 
vocabulaire du raisonnement (voir l’extrait du programme de mathématiques 
en classe de seconde à la page 35). 
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B.0. Bubetn oMciel n° 20 Ou 23 iliet 2009 


Utilisation d'outils logiciels 


L'utilisation de logiciels (calculatrice ou ordinateur] d'outils de visualisation et de représentation, de calcul (numérique ou 

formel) de simulation, de programmation développe La possibilité d'expérimenter, ouvre largement la dialectique entre 

l'observation et la démonstration et change profondément la nature de l'enseignement 

L'utilisation régulitre de ces cutils peut intervenir selon trois modalités : 

+ par k profseur, en classe, avec un dispositif de visualisation collective adapté ; 

+ par kes élèves, sous forme de travaux pratiques de mathématiques; 

+ dans le cadre du travail personnel des élèves hors du kmps de classe (par exemple au CDI ou à un autre point d'accès 
au réseau local) 


Diversité de l'activité de l'élève 


La diversité des activités mathématiques proposées : 

+ chercher expérimenter -en particulier à l'aide d'outils logiciels ; 

+ appliquer des techniqueset mettre en œuvre des 2igorithmes; 

. = démontrer, trouver des résultats partiels et les mettre en perspective; 

+ expliquer orakment une démarche, communiquer un résultat par oral ou par écrit ; 

doit permettre aux élèves de prendre conscience de La richesse et de La variété de la démarche mathématiqueet de La situer 
auæin de l'activité scientifique Cette prie de conscience est un élément essentiel dans La définition de leur orientation. 
IL importe donc que œtt diversité se retrouve dans les travaux proposés à La classe. Parmi ceux-ci les trav aux écrits faits 
hors du temps scolaire permettent, à travers l'autonomie laissée à chacun, le développement des qualités d'initiative. Ils 
doivent être conçus de façon à prendre en compte la diversité et l'hétérogénéité des aptitudes des élves 

Le calcul est un cutil essentiel la pratique des mathématiques dans la résolution de preblème. Îl est important en 
classe de seconde de eee a ar) domaine pape mur ro mere 
du calcul numérique et du calcul ltttral. L'utilisation d'outils logiciels de calcul - sur calculatriæ ou sur ordinatur - 
contribue à cœtentrainement 


Organisation du programme 

Le programme est divisé en trois parties, 

+ Fonctions 

+ Géométrie 

. Statatiques et probabilités 

Les capacités attendues dans le domaine de l'algonithmique d'une part et du raisonnement d'autre part sont tranaversales 

et doivent être développées à l'intérieur de chacune des trois parties Des activités de type algorithmique possibles sont 
symbole +. 


signalées dans kes différents parties du programme et précédées du sy 
mn rer pda op pe rare eo réconisations over Il fre les objectifs à attindre 


entermes de capacitèset pour cela indique les types de 7. que les doivent savoir résoudre. 
Évaluation des élèves 


Les élèves sont évalués en fonction des capacités attendues et selon des modes variés: travaux écrits, rédaction de trav aux 
de recherche, compte-rendus de travaux pratiques. L'évaluation dcitétre en phase avec les objectifs de formation rappelés 
au début de œtt introduction 


Extrait du programme de mathématiques en seconde 
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2.3.3 Evaluer le raisonnement 


Il n’est pas aisé d'évaluer le raisonnement. 


Le document ressources pour le collège de juin 2009 ainsi que le socle com- 
mun des compétences (document qui définit les connaissances qu’un élève doit 
acquérir à la fin de sa scolarité obligatoire), nous donnent néanmoins quelques 
pistes pour évaluer le raisonnement. 


L'évaluation des compétences du raisonnement se fait au cours des devoirs 
en classe et de ceux réalisés à la maison. Une évaluation orale est également 
conseillée afin de ne pas léser les élèves qui raisonnent correctement mais ont 
des difficultés au niveau de la rédaction. 


Lorsque le professeur évalue le raisonnement à l’écrit, il vérifie si l’élève a 
respecté divers critères : 


« formulation d’une conjecture appropriée à la situation, mise en 
œuvre organisée d’un raisonnement mathématique adapté à la si- 
tuation, structuration adéquate des étapes d’une preuve ou d’une 
démonstration pertinente, justification congruente des étapes d’une 
preuve. » (Extrait du socle commun de connaissances et de com- 
pétences, voir tableau° page 37). 


L'enseignant doit également valoriser les écrits intermédiaires de l’élève : 


« La résolution de problème doit être appréciée avec discernement : 
ce n’est pas parce que le résultat final est faux que l’élève n’a pas 
fait la preuve de certaines capacités. De même, on distinguera ce 
qui relève de la connaissance du vocabulaire mathématique et ce 
qui relève de la compréhension du concept. » (Extrait du socle 
commun de connaissances et de compétences). 


Lorsque les élèves réalisent des activités mathématiques, il est conseillé au 
professeur de les inciter à parler de ce qu’ils font. En effet, de cette manière, les 
élèves comprennent mieux les concepts, et l'enseignant se fera une idée précise 
de leur compréhension par rapport aux activités proposées. 


® Tableau relevé sur http ://media.education.gouv.fr/file/socle__commun/72/9/evaluation 
-grillesDNB _117729.pdf. 
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Les principaux éléments de mathématiques et la culture 
scientifique et technologique 


38 CHAPITRE 2. LES RAISONNEMENTS EN MATHÉMATIQUES 


2.3.4 Les manuels scolaires 


Nous allons étudier de manière détaillée deux manuels de mathématiques. 
Nous avons tout d’abord choisi un livre de cinquième Math collection Dia- 
bolo (Edition Hachette Education 2006) car c’est à partir de cette classe que 
les élèves s’initient au raisonnement géométrique. Ensuite, nous analyserons 
quelques exercices tirés du livre de seconde Maths repères (édition hachette 
éducation, 2010) car les nouveaux programmes de cette classe insistent beau- 
coup sur l’importance de la démarche d'investigation. Nous avons privilégié ce 
manuel de seconde parce qu’il met bien en évidence, à travers son sommaire, 
les différents raisonnements étudiés à ce niveau. 


Etude du manuel de cinquième 


Concernant la présentation générale du livre, on peut noter qu’en plus du 
sommaire, une double page est dédiée au programme de la classe de cinquième. 
Il y à aussi une page réservée à la présentation du manuel où l’on explique 
le but de chaque item, le concept des cours et exercices que l’on retrouve à 
travers celui-ci. 


Un point positif de ce livre est qu’il est très bien présenté. Il y a une harmonie 
entre les exercices et les raisonnements. Par exemple à la page 217, « rédiger 
et prouver » est une rubrique dans laquelle on trouve des exercices mettant en 
pratique ce thème, ou encore « raisonner et utiliser les propriétés », toujours 
à cette même page. 


Cependant, on remarque que dans les exercices (tous chapitres confondus), 
l'élève est très guidé, comme dans l'exercice n°35 page 193 à juste titre intitulé 
« exercice guidé », donné ci-dessous. 


angles AIR et RIF sontils complé- | 
ou supplémentaires ? | 


ngles ROE et RIF sont-ils alternes-internes 
ondants ? | 


arer les mesures des angles ROE et RIF. 
-on en déduire pour les droites (AF) et 
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Il a certes besoin de l'être vu que ce cycle ne propose qu’une introduction 
à la pratique du raisonnement, mais il ne doit pas trop l'être au risque de 
l'empêcher, non seulement de s’approprier cette compétence, mais aussi, de 
faire la différence entre prouver et observer. On peut également noter que 
dans la majorité des cas, on ne retrouve que le raisonnement déductif appliqué 
en géométrie. 


Analyse des exercices et activités en relation avec le raisonnement : 


Construire et conjecturer 


1. Tracer un triangle ABC, puis tracer les médiatrices (x) et (y) des côtés 
[A8] et [BC]. On appelle O le point d'intersection de ces médiatrices. 
Tracer la médiatrice (z) du côté [AC]. 


2. a) Parmi les deux phrases suivantes, quelle est la plus vraisemblable ? 
+ Le point O appartient à chacune des trois droites (x), (y) et (z). 
#Les droites 1x1, (y) et (z) ne passent pas toutes par le même point. 


Ces deux phrases sont appelées des conjectures, car elles sont obtenues par une observation et non 
par un raisonnement rigoureux, 


b) Peut-on conjecturer qu'il existe un cercle passant par les points A, B et C? 


Activité n°8 page 145 


VITÉ 9 | Démontrer 


On souhaite prouver que les conjectures retenues à la question 2. de l'activité 8 sont vraies. 


1. On va d'abord justifier que le point O appartient aussi à la médiatrice du segment [AC]. 


a) D'après les données, le point O appartient à la médiatrice du segment [AB]. 
Citer la propriété qui permet de dire que OA = OB. 


b) Pourquoi peut-on affirmer que les longueurs OB et OC sont égales ? 

c) Que peut-on déduire des questions a) et b) pour les longueurs OA et OC? 

d) Citer la propriété qui permet de conclure que le point O appartient à la médiatrice du segment [AC]. 
La conjecture est prouvée ; elle est désormais une propriété applicable à tous les triangles. 

Les médiatrices des côtés d'un triangle passent par le même point : on dit qu'elles sont concourantes. 
2. Maintenant, on doit prouver que les points À, B et C appartiennent à un même cercle. 

a) On a prouvé à la question 1. que OA =OB et que OB = OC. Que peut-on en déduire ? 


b) Quel est le centre du cercle passant par les points 4, B et C? Nommer un rayon de ce cercle. 


Ce cercle passe par les trois sommets du triangle : on dit qu'il est circonscrit au triangle. 


Activité n°9 page 145 


À travers les deux activités ci-dessus, la méthode pour raisonner est présen- 
tée de manière claire (construire et conjecturer puis démontrer) mais, celles-ci 
ne laissent pas aux élèves le soin de se confronter réellement au problème de 
réflexion engendré lors de la mise en place d’un raisonnement. 
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Montrer que les angles EAB et 
AEC ont la même mesure, 


B 


(AB) // (EC) Lz 


On sait que les droites (AB) et (EC) +— 06 o 
sont parallèles et les angles ÉAB et 
AEC sont alternes-internes. 


repère 


à deux angles. 
On utilise : « Si deux droites sont 


parallèles et qu'elles sont coupées 

Par une sécante, alors les mesures 

des angles alternes-internes qu'elles 

déterminent sont égales. » 

Donc les angles ÉAB et AEC ont la «— © On conclut 
même mesure 


a 


droites parallèles et les 


+— © On énonce la Propriété. 
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__— exercices 31 à 34 


Déterminer la mesure de l'angle SOT. 


*  @//m0) 


67 \/ 


T #\0 


les deux —+ On sait que les droites (R/) et (TO) 


sont parallèles et les angles SIR et SOT 
sont correspondants. 


—+ On utilise : « Si deux droites sont paral- 


lèles et qu'elles sont coupées par une 
sécante, alors les mesures des angles 
Correspondants qu'elles déterminent 
sont égales, » 

Donc les mesures des angles SR et 
SOT sont égales et SOT = 67°. 


Méthode dans l’item Savoir page 192 


Dans l’item « Savoir » page 192 reproduit ci-dessus, on voit bien qu’on 
initie les élèves au raisonnement déductif. 


Comme la méthode leur est donnée, on ne devrait donc pas autant les guider 
dans les activités mais leur laisser le soin de mettre ces méthodes en application 


de manière autonome. 


On reproduit ci-dessous l’exercice n°66 page 197 et les indications données 
dans le manuel pour aider à sa résolution. 
On s’aperçoit que les propriétés à utiliser pour traiter le problème ont toutes 
été données en tête de page. Un tel exercice fait donc croire que l’élève est seul 
face à son raisonnement, alors que, en en réalité et dès la question 2.a), il est 
guidé, car la conjecture à poser est sous-entendue. 


La question 2.b) revient, quant à elle, à appliquer les règles énoncées en tête 


de page. 


Pour justifier que les mesures de deux angles alter- 
nes-internes ou de deux angles correspondants ne 
sont pas égales : = = S 
- on repère les deux droites et la sécante qui for- 
ment les deux angles ; 

— siles deux droites ne sont pas parallèles, alors on 
conclut que les mesures des angles ne sont pas 
égales. 


Pour justifier que deux droites ne sont pas paral- 
lèles : E 

— on repère une paire d'angles alternes-internes 
ou une paire d'angles correspondants ; 

— si les mesures des angles ne sont pas égales, 
alors on conclut que les droites ne sont pas paral- 
lèles. 
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(Tà n . 
ut D. Le voir ou pas, mais le prouver ! 
1. Reproduire la figure suivante avec AB =6 cm et 


AC=5 cm. 
X Z 
u 
A B 
t 
s 
108 
r C D 


2. a) À vue d'œil, les droites (AB) et (CD) semblent- 
elles parallèles ? Et les droites (AC) et (BD) ? 

b) Contrôler par un raisonnement les réponses faites 
à la question a). 


Exercice n°66 page 197 


Etude du manuel de seconde 


Comme le précise le nouveau programme, il n’y à pas de chapitre dédié 
au raisonnement mathématique. On retrouve cependant dans chaque chapitre 
du livre, une double page consacrée au raisonnement mathématique et à la 
logique. 


Analyse de la double page consacrée au raisonnement 
Les différents types de raisonnements sont énoncés de manière distincte et 
les principes de ceux-ci sont clairement expliqués. L’explication du principe 
d’un raisonnement est automatiquement suivie d’un exemple et d’un exercice 
pour illustrer le raisonnement étudié. 


Analyse des exercices résolus 
Lorsque l’on demande de démontrer une proposition, les solutions données 
utilisent systématiquement un raisonnement déductif. 


Analyse des exercices en relation avec le raisonnement 
Dans l'exercice n°83 page 277, il s’agit de reconnaître les différents types 
de raisonnements à travers des rédactions proposées. On ne peut pas dire que 
l’élève doive absolument raisonner par lui-même, étant donné qu’on lui propose 
déjà une rédaction toute faite qui est censée répondre au problème posé. Il 
s’agit donc plus d’un exercice d'identification qu’un exercice de raisonnement. 
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On étudie la réponse de quatre élèves à deux 
énoncés. Identifier, dans chacun des cas, le type de 
démonstration utilisé par l'élève. 


| « Énoncé 1 


| Vrai ou faux ? On suppose que a et b ne peuvent être 
simultanément nuls, Dans un repère orthonormé, toute 
droite d'équation : ax + by = O est oblique, c'est-à-dire 
sécantg à l'axe des ordonnées. 


Alice propose : 


Faux, car si b = O, alors la droite a pour équation 
x — O, qui est l'équation de l'axe des ordonnées. 


Baptiste propose : 


Si a = O, alors b # O er l'équation est équivalente à 
y = O, qui correspond à une droite oblique. 


Si a # O, alors on distingue deux cas : 
- Sib + O, alors l'équation est équivalente à 
Y=— a x, qui correspond à une droite oblique. 


- Sib = O, alors l'équation est équivalente à x = O, 
qui correspond à l'axe des ordonnées, qui n'est pas 
oblique. 

L'affirmation est donc fausse. 


+ Énoncé 2 

Démonstration : Dans un repère orthonormé, on 
considère les droites suivantes : (3): y= 2x+1 et 
(®,}: y = mx +3. Démontrer que, si les droites (3) et 
{@,) sont sécantes, alors m + 2. 


Clara propose : 
Je montre que si m = 2 alors les droites (D.,) et(:) 
sont parallèles. 


Dimitri propose : 
Jesuppose que m = 2 et je prouve que les droites 
(&.) et(@.,) sont parallèles. Je conclus. 


Exercice n°83 page 277 
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L'exercice n°20 page 233 a pour but d'amener l’élève à différencier les dif- 
férents types de raisonnements: cependant à la fin de l’exercice, la « clé » 
renvoie l'élève à la page du raisonnement utilisé, un élève qui lit l’énoncé en 
entier avant d'entamer l’exercice n’a donc pas à chercher longtemps. 


De plus, on ne propose pas à l’élève d'écrire une démonstration, mais de se 
contenter de compléter une rédaction quasiment achevée. 


er ERSÉ ES 


D Type de raisonnement Le 


Soit ABCD un tétraèdre quelconque, 7 un point de 
l'arête [AB] et J un point de la face BCD (qui n'est pas 
sur une arête). On veut démontrer que les droites (47) et 
(8C) n6 sont pas parallèles. 

1. Un élève commence sa démonstration ainsi : 

« Soit ABCD un tétraèdre quelconque. 1 un point de 
l'arête |AB] et J un point de la face BCD (qui n'est pas 
sur une arête). On suppose de plus que les droites (1J) 
et (BC) sont parallèles... » 

Quel type de raisonnement s'apprête-t-il à utiliser ? 

2. Recopier et compléter la suite de la démonstration : 
« Alors les points I, J, B et C sont On en déduit 
que J e(..). Or on sait déjà queJ e (BCD). Donc 

J appartient à la fois aux deux plans (...) et (BCD), 

qui se coupent selon la droite (..). On en conclut que 
J'e(..). Ceci est avec l'hypothèse qui dit que 

J n'est pas situé sur une des arêtes du tétraèdre. 

C'est donc que les droites (1J) et (BC) ne sont pas …… » 


= Voir « Logique », p.221. 


Exercice n°20 page 233 


Dans l'exercice n°84 page 277, on propose enfin à l’élève d’effectuer une ré- 
daction. Il doit démontrer plusieurs énoncés à l’aide de raisonnements imposés. 
On peut toutefois reprocher à cet exercice de ne pas laisser à l’élève le choix 
du raisonnement. 


Synthèse — Finalement, les exercices permettant de raisonner sont peu nom- 
breux et quand il y en a, ils n’insistent pas assez sur la recherche, la formulation 
d’hypothèses ou encore la rédaction d’une démonstration qui sont des étapes 
importantes du raisonnement. 


La démarche d'investigation est encore très réduite dans les manuels scolaires. 
La phase recherche, formulation d’hypothèses est souvent confondue avec l’uti- 
lisation des TICE. 
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84. On inverse ! (aigue 


Dans le repère (0,7,J), on considère les points A(1 ; 2), 
B(-1;4), C(-2:3) et D(1 ; m). 

1. Utiliser un raisonnement par contraposée pour 
montrer que si les droites (AB) et (CD) sont sécantes 
alors m # 0. 

2. Utiliser un raisonnement par l'absurde pour 
montrer que si » # 0 alors les droites (AB) et (CD) 
sont sécantes. 

3. Dans cette question, on suppose que m = —3. 

On considère les droites d’équation y =-x+3 et 

y=— 2x1. 

8. Associer ces équations aux droites (AB) et (CD). 

b. En utilisant le point Æ(-4; 7), utiliser un 
raisonnement par contre-exemple pour montrer que 
les droites (AB) et (CD) ne sont pas parallèles. 

€. On considère la droite (d) d'équation y = x+1. 
Utiliser un raisonnement par disjonction des cas pour 
montrer que les droites (AB), (CD) et (d) ne sont pas 
concourantes. 


Exercice n°84 page 277 


2.4 Les différents types de raïsonnements 


2.4.1 Syllogisme 
À. Définition et histoire 


Le syllogisme est une manière de raisonner qui a été exposée pour la première 
fois par le philosophe Aristote il y a 2400 ans. C’est également considéré comme 
une forme de raisonnement déductif. 


Concernant l’origine du syllogisme, il faut savoir que celui-ci provient de 
la difficulté qu'il y avait en Grèce durant les V° et IV® siècles av. J.-C., non 
seulement chez les sophistes (maîtres de philosophie et de rhétorique), mais 
aussi chez les platoniciens, d'établir des règles de la discussion. Aïnsi, le syl- 
logisme fût d’abord un procédé dialectique, c’est-à-dire un art de conduire un 
raisonnement. 


Ensuite, Aristote s’intéressa à la forme démonstrative du syllogisme afin 
d'utiliser celle-ci dans le domaine des sciences. Cependant, on peut noter que 
la systématisation qu’a entreprise Boèce durant les V® et VI® siècles, et que 
Pierre d’Espagne à poursuivie au cours du XII° siècle, permet également de 
définir la théorie du syllogisme. En effet, c’est grâce à lui, par exemple, que l’on 
a pu établir les divers modes valides de syllogisme. Mais, c’est uniquement le 
philosophe allemand Leibniz qui, au XVIT siècle, permettra de rendre complet 
les formes de syllogismes exposées par Aristote. 
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En général, le syllogisme repose sur un des deux principes suivants : 


- ce qui est approprié à une généralité s’accommode à chacun des individus 
qui constituent cette généralité. 

- ce qui ne correspond pas à une généralité, ne satisfait à aucun des 
individus. 


Ce raisonnement est formé de deux propositions, que l’on appelle les pré- 
misses, dont on tire une troisième. Cette dernière se nomme conclusion et 
est déduite des deux premières par une conséquence, légitime ou pas. Parmi 
ces deux prémisses, il y à une générale, nommée la majeure, c’est-à-dire celle 
qui sert de prédicat à la conclusion, et une autre moins générale, appelée la 
mineure, c’est-à-dire celle qui sert de sujet à la conclusion. 


Lorsqu'on se retrouve dans le cas où les prémisses sont authentiques et la 
conséquence légitime, c’est-à-dire que celle-ci est contenue dans les prémisses, 
alors le syllogisme est dit rigoureusement en règle et l’on obtient ainsi une 
conclusion qui est vraie. 


Exemple : 


1. Tous les hommes sont mortels; (c’est la prémisse majeure) 
2. Or, Socrate est un homme; (c’est la prémisse mineure) 
3. Donc Socrate est mortel. (c’est la conclusion) 


Etant donné qu’un syllogisme possède trois propositions, il y a ainsi trois 
sujets et trois attributs. Cependant, pour les qualifier, on ne se sert que de 
trois termes différents : le grand terme, le terme moyen et le petit terme. 
Généralement, le grand terme se trouve dans la conclusion et dans une des deux 
prémisses ; le moyen, dans les deux prémisses ; et le petit, dans la conclusion 
et dans l’autre prémisse ne contenant pas le grand terme. On peut constater 
la présence du moyen terme à la fois dans les deux prémisses. En effet, il est 
obligatoire que celui-ci soit rendu universel au moins une fois. 

Dans l’exemple précédent, le grand terme est mortels ; le moyen est hommes: 
et le petit est Socrate. On peut ainsi définir la prémisse majeure comme étant 
aussi celle qui contient le grand terme et le moyen terme. La prémisse mineure 
est alors celle qui comporte le petit terme et le moyen terme. 


B. Règles de syllogisme 
Pour qu’un syllogisme soit concluant, il est nécessaire de respecter certaines 
règles que nous citons ci-après : 


> Dans un syllogisme, il n’y a exactement que trois termes : le grand, le 
moyen et le petit. 
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» La conclusion ne doit jamais comporter le moyen terme. 


» Ni le grand ni le petit terme ne doivent avoir plus d’extension dans la 
conclusion que dans les prémisses où ils se trouvent (c’est-à-dire que si ces 
deux termes sont généralisés ou particuliers dans les prémisses, ils le seront 
également dans la conclusion). 


» Le moyen terme doit être exposé de façon générale au moins une fois dans 
les prémisses. 


> On ne peut pas déduire une conclusion négative de deux prémisses affir- 
matives. 


» Les prémisses ne peuvent pas être simultanément particulières : une des 
deux, soit la première, soit la seconde, doit être une proposition générale sinon 
on ne pourra pas conclure. 


»m Les prémisses ne peuvent pas être non plus négatives en même temps 
pour la même raison. 


> La conclusion est de la même nature que la plus faible des deux prémisses. 
Cela veut dire que si l’une des deux est négative ou particulière par exemple, 
alors la conclusion le sera aussi. 


Voici quelques exemples d’applications de ces règles : 


Premier exemple : 
1. Tous les quadrilatères dont les côtés opposés sont parallèles sont des 
parallélogrammes ; 
2. Or, un carré est un quadrilatère dont les côtés opposés sont parallèles ; 
3. Donc un carré est un parallélogramme. 


Ici, le carré est un parallélogramme parce que c’est un quadrilatère dont les 
côtés opposés sont parallèles. Donc, la conclusion est bien contenue dans la 
majeure comme on à pu le voir dans la définition du syllogisme. 


Deuxième exemple : 
1. Quelques multiples de 6 sont multiples de 9: 
2. Or, quelques multiples de 3 sont multiples de 6; 


On se trouve ici dans le cas où les deux prémisses sont particulières. Donc on ne 
peut rien conclure, pas même que tous les multiples de 3, ou que les quelques 
multiples de 3 qui eux-mêmes sont multiples de 6, soient des multiples de 9. 


Troisième exemple : 
1.R g N; 
2. Or, CEN; 
3. Donc, C CN. 


2.4. LES DIFFÉRENTS TYPES DE RAISONNEMENTS 47 


On ne peut pas dire ceci puisqu'ici les deux prémisses sont négatives. Il ne 
suffit cependant pas que l’une des prémisses soit affirmative pour obtenir un 
raisonnement valide, comme on le voit en écrivant : 

1.R g N; 

2. Or, ZCR; 

3. Donc, Z g N. 


Ce raisonnement est faux car Z peut très bien être inclus dans N et dans R 
sans que cela nuise à l'affirmation R g N, comme on le voit en dessinant un 
diagramme de Veen. Il existe par contre des cas où le raisonnement est valide, 
par exemple quand on écrit : 

1. REN: 

2. RCC; 

3. Donc, CZ N. 


C. Le paralogisme et le sophisme 


Il ne suffit pas d'établir des règles concernant la logique, il faut aussi savoir 
s’en servir de manière correcte. En effet, la façon dont nous avons défini le 
syllogisme persuade quant à son infaillibilité, à condition que l’on ne dise pas 
d’aberrations. Malheureusement, ce cas de figure existe. Il en existe deux : 

- les paralogismes, ce sont des syllogismes qui s’avèrent inexacts à cause de la 
méconnaissance des règles de ces derniers, ou tout simplement par étourderie ; 


- les sophismes, eux, sont des syllogismes dont l’argumentation a été délibé- 
rément déformée dans le but de duper les autres : ce qui donne lieu à de faux 
dilemmes, de fausses analogies, des confusions. .…. 


Exemple de paralogisme : 


1. Toute fonction dérivable sur un ensemble est continue sur cet ensemble. 
2. Or,la fonction x + /x est continue sur R.. 
3. Donc,la fonction x + /x est dérivable sur R:. 


Bien sûr, la conclusion est fausse. Normalement, on devait suivre le schéma 
suivant : si À = B et si C = À alors C = B. Dans cet exemple, on a suivi la 
structure suivante : si À = B et si C = B alors C = À, et bien évidemment, 
cela n’est pas correct. 
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Exemple de sophisme : 
1. Soit (x,y,z) € R°. Si x = y + z,alors x — y. 
En effet, pout tout (x,y,2) € R*, 


T=y+z = try) =(y+z)(x —-y) 


> a? — ty = ty — ÿ° + rz — yz 


2° — Ty — 22 = Ty — Y° — yz 
m(r—y—2)=y(x-y—2) 


L =. 


ÿ LL 


2. Or,pour (x,y,z) = (3,1,2) on a x = y + z (puisque 3 = 2 +1). 

3. Donc, on en conclut que 3 = 1. 
En vérité, on commet une erreur dans l’argumentation. En effet, la première 
prémisse est fausse car dans la succession des implications que l’on a écrites, 
on ne peut pas simplifier par le nombre (x—y—2). Etant donné que x = y+2, 
la somme x — y — z est nulle, et l’on ne peut pas diviser les deux membres 
d’une égalité par un nombre nul. 


2.4.2 Raïsonnement déductif 


La déduction est une formule d’argumentation dans laquelle certaines choses 
étant posées, une chose distincte de celles qui ont été posées s’ensuit nécessai- 
rement, par la vertu même de ce qui a été posé (Aristote, Topiques [2]). 


Le raisonnement déductif est un type de raisonnement qui conduit d’une ou 
plusieurs propositions dites prémisses, à une conclusion nécessaire, c’est-à-dire 
inévitable si l’on accepte la règle du jeu (Legrand [17]). 


On a longtemps considéré le syllogisme comme la seule forme de raisonne- 
ment déductif. C’est avec Descartes que se crée la différence entre le raisonne- 
ment mathématique déductif et le raisonnement syllogistique. Celui-ci décida 
de rejeter tout ce dont il n’était pas sûr. La seule chose dont il était certain, 
c’est qu’il pense, et que s’il pense, c’est qu’il existe. Il va donc déduire des 
choses sur le monde à partir de cette unique conviction et de ce fait il sera 
assuré de la vérité de ses déductions. 


Le raisonnement déductif est généralement défini comme un raisonnement 
qui va du général au particulier. Il consiste à utiliser les diverses informations 
de l’énoncé et à faire appel à des résultats connus pour construire une dé- 
monstration menant au résultat demandé. C’est le raisonnement de base des 
mathématiques. 


Le raisonnement déductif repose sur deux règles : 
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- Le Modus Ponens : P et Q étant deux propositions, si P est vraie, 
et si P implique Q est vraie, par conséquent Q est vraie. 


- La spécialisation universelle : si P est vraie pour tout x, et si a 
est un x, alors P est vraie pour tout a. 


Si P vraie implique Q vraie, on dit que Q est une condition nécessaire de P, 
et si Q vraie implique P vraie, on dit que Q est une condition suffisante de P. 

Le raisonnement déductif est le premier raisonnement que l’élève pratiquera, 
et il l’utilisera un grand nombre de fois tout au long de sa scolarité. Il faut 
veiller cependant à ce que l’élève ne commette pas de confusion entre la phrase 
simple « P = Q est vraie » et la phrase plus complète « P est vraie et P = Q 
est vraie ». Seule la deuxième permet d’affirmer que Q est vraie. 


Un exemple de raisonnement déductif : 
Deux cercles de centres O et O/ se coupent en deux points À et B. Montrer 
que les droites (00) et (AB) sont perpendiculaires (FIG. 2.1). 


F1G. 2.1 - Montrer que (00) et (AB) sont perpendiculaires 


Le point À appartient à C'NC" donc son symétrique par rapport à la droite des 
centres (O0) aussi (ce symétrique doit appartenir aux symétriques de Cet C’ 
par rapport à (OO), et ces symétriques sont bien évidemment Cet C” puisque 
(O0) est axe de symétrie de chacun de ces cercles). Donc le symétrique de À 
par rapport à (O00O') est B. La droite (O0) est donc la médiatrice du segment 
[AB}, les droites (00) et (AB) sont perpendiculaires. 


Autre exemple : 
Voici la recette d’un « cocktail mathématique ». Prendre un nombre, ajouter 
6 à ce nombre, multiplier le résultat par 3, soustraire le triple du nombre 


de départ. Prouver que, quel que soit le nombre choisi au départ, on obtient 
toujours le nombre 18. 


90 CHAPITRE 2. LES RAISONNEMENTS EN MATHÉMATIQUES 


Solution : Soit x le nombre de départ. Ajoutons 6 à ce nombre, on obtient 
x +6. Multiplions le résultat par 3, on obtient (x+6) x 3. Soustrayons le triple 
du nombre de départ, on trouve (x +6) x 3 — 3x. Simplifions cette expression 
à l’aide des propriétés de la distributivité : 


(x +6) x 3 — 3x = 3x + 18 — 3x = 18. 


On trouvera donc toujours 18, quel que soit le nombre choisi au départ. 


2.4.3 Raisonnement par analyse-synthèse 


Le raisonnement par analyse-synthèse, encore appelé raisonnement hypothé- 
tico-déductif, est un cas particulier du raisonnement déductif. Il permet de 
démontrer l’existence et parfois l’unicité, d’un objet vérifiant des propriétés 
données. Il se déroule en deux étapes : 


» L'analyse - Elle consiste à supposer que l’objet en question existe; puis 
on tente de trouver des conditions nécessaires que celui-ci doit vérifier. De 
cette manière, on prouve que si l’objet existe, il est nécessairement de la forme 
trouvée : cela assure alors son unicité ou sa multiplicité. 


»m La synthèse - Elle repose sur le fait de considérer l’objet dont il est 
question, sous la (ou les) forme(s) trouvée(s) dans la partie analyse. On vérifie 
ensuite que ce dernier satisfait les propriétés voulues. Aïnsi, on assure son 
existence. 


Le raisonnement par analyse-synthèse est généralement utilisé lorsqu'on ne 
voit pas comment aborder un problème traitant d'existence. Il le ramène donc 
à un problème de déductions, plus simple à mener. On utilise souvent cette 
forme de raisonnement dans le cas de recherches de lieux géométriques ou pour 
résoudre des problèmes de construction. 


Premier exemple : 


Enoncé - Soit E un espace vectoriel de dimension n supérieure ou égale à 1. 
Soit Lo (respectivement S2, 42) l’espace des formes bilinéaires (resp. bilinéaires 
symétriques, bilinéaires antisymétriques). Montrer que Lo = S2 ® A2. 


Solution - Il s’agit de montrer que toute forme bilinéaire 4 € £o s’écrit de 
façon unique sous la forme & = 4 + £ où Ÿ € S2 et € € A2. Raïsonnons par 
analyse-synthèse. 


Analyse - Si cette décomposition existe, alors pour tout x,yE E, 


{ px, y) = d(x,y) + E(x,y) 
p(y,x) = V(r,y) —-E(x,y). 
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Donc, 


Dry) = (px, y) +p(y,x)) 


(+) 


HDI 


Eey) = 5 (y) —-v(y,x). 


Le système (+) détermine parfaitement 4 et €. L’unicité de # et £ est donc 
démontrée à partir du moment où l’on saura que ces solutions conviennent 
effectivement. 


Synthèse - Les applications d et £ définies par (+) sont bien des formes 
bilinéaires comme combinaisons linéaires de formes bilinéaires, et l’on a bien 
d(y,x) = d(x,y) et E(y,x) = —-E (x, y) pour tous +, y appartenant à Æ. Par 
suite Y € S2 et € € A. 

En conclusion toute forme bilinéaire w € £2 s’écrit de façon unique sous la 
forme y = Ÿ +6 où Ÿ € S2 et £ € A. 


Deuxième exemple : 


Enoncé - Soient B et C' deux points distincts d’un plan affine euclidien. 
Soit M un point n’appartenant pas à la droite (BC). Déterminer s’il existe un 
point À qui vérifie l’assertion suivante : M est l’orthocentre du triangle ABC. 


Analyse - Si À est solution, alors À appartient à l’intersection de la per- 
pendiculaire Dg à (CM) passant par B et de la perpendiculaire De à (BM) 
passant par C' (FIG. 2.2). 


F1G. 2.2 — Cas de l’orthocentre 


Synthèse - On trace les droites Dg et Doc. Celles-ci se coupent en un 
point À qui est solution du problème. Pour vérifier que D N Dc est un sin- 
gleton, raisonnons par l’absurde et supposons que DB et Do soient parallèles. 
Dans ce cas : 


{ (CM) 1 DB = Dc 
(BM) L Dc 


= (CM)//(BM) = B,C,M alignés, 
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ce qui est absurde car M & (BC). 


Conclusion - Il existe un unique point À solution, ceci quel que soit le choix 
de M hors de (BC). 


Le raisonnement par analyse-synthèse prend parfois l’aspect d’un raisonne- 
ment par équivalences comme on le voit dans l’exemple suivant ou l’on résout 
une équation. 


Exemple - Pour résoudre l'équation x? — 1 = x + 1, on peut écrire des 
équivalences : 


pl=p+1i & (x-1\art)=7#+1 


& —louzx—-1—=1i 


Le 
& x—=—-loux—=72. 


Ces équivalences masquent les phases d’analyse et de synthèse. Explicitons les 
deux phases du raisonnement : 


Analyse - 


ol=xil + (-latrt)=r#1 


— —loux—-1—=1i 


LT = 
, T=—]ouxz-72,. 


En écrivant l'égalité x? — 1 — x + 1, on suppose implicitement qu’il existe 
un nombre x qui la vérifie, et l’analyse consiste à montrer que ce nombre est 
nécessairement égal à —1 ou —2. 


Synthèse - En remplaçant, Il est facile de vérifier que : 
(= =lowr=2) #2 17H 1, 


autrement dit que les deux nombres —1 et 2 trouvés sont effectivement des 
solutions de l'équation x? — 1 = x +1. 


2.4.4 Raisonnement par disjonction des cas 
A. Définition 


Pour démontrer qu’une propriété est vraie pour tout élément d’un ensemble FE, 
on peut démontrer successivement que cette propriété est vraie pour les élé- 
ments de sous-ensembles disjoints de Æ dont la réunion est Æ. On dit alors 
que l’on a raisonné par disjonction des cas. 


Raisonner par disjonction de cas sur un ensemble Æ revient donc à effectuer 
une partition de cet ensemble et à raisonner sur chacune des parties de celle-ci. 
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B. Exemple 


Enoncé - Trois frères Alfred, Bernard et Claude ont des crayons de couleurs 
différentes : bleu, rouge et vert. Les assertions suivantes sont vraies : 


- Si le crayon d'Alfred est vert, alors le crayon de Bernard est bleu ; 

- Si le crayon d’Alfred est bleu, alors le crayon de Bernard est rouge ; 

- Si le crayon de Bernard n’est pas vert, alors le crayon de Claude est bleu ; 
- Si le crayon de Claude est rouge, alors le crayon d’Alfred est bleu. 


Que peut-on conclure sur la couleur respective des crayons d'Alfred, Bernard 
et Claude ? Ÿ a-t-il plusieurs possibilités ? 


Indication - On fait des hypothèses sur la couleur du crayon d’Alfred. Si l’on 
déduit que le crayon d’un autre est à la fois de deux couleurs différentes ou 
que deux frères ont des crayons de même couleur, c’est que notre hypothèse 
est fausse. On fait alors une autre hypothèse. 


Solution - Supposons que le crayon d’Alfred soit vert, alors celui de Bernard 
est bleu. Le crayon de Bernard n'étant pas vert cela entraîne que le crayon 
de Claude soit bleu. Deux frères ont des crayons de même couleur donc notre 
hypothèse est fausse. 


Supposons que le crayon d'Alfred soit bleu, alors le crayon de Bernard est 
rouge. Le crayon de Bernard n'étant pas vert cela entraine que le crayon de 
Claude soit bleu. Deux frères ont encore des crayons de même couleur donc 
notre hypothèse est fausse. 


Nécessairement le crayon d’Alfred est rouge. Si le crayon de Bernard était 
bleu, il ne serait pas vert donc le crayon de Claude serait bleu, ce qui ne se 
peut pas. Donc le crayon de Bernard est vert, et celui de Claude est bleu. 


C. La disjonction des cas dans un paradoxe de Lewis Carroll 


La disjonction des cas permet de comprendre le paradoxe du crocodile de 
Lewis Carroll : 


Un crocodile s'empare d’un bébé et propose le marché suivant à la 
mère : "Si tu devines ce que je vais faire, je te rends le bébé, sinon 
je le dévore !". "Tu vas le dévorer", s’écrie la mère. 


Le crocodile semble laisser le choix à la mère, et celle-ci répond comme il le 
faut. Avec une telle réponse, le crocodile est dans l’impossibilité de respecter 
sa parole, donc sera forcément un menteur. En effet : 

- Si le crocodile dévore le bébé, la mère a bien deviné et le crocodile doit 
rendre le bébé, ce qui est impossible ! 
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- Si le crocodile ne dévore pas le bébé, la mère s’est trompée, et le crocodile 
doit dévorer le bébé, ce qui n’a pas été fait ! 


Il est impossible de sortir de ce dilemme, car les prémisses du raisonnement 
amènent à une conclusion contradictoire logiquement déduite. 


Lewis Carroll conclut en ces termes : si le crocodile dévore le bébé, la mère 
à dit vrai et le crocodile manque à sa parole. S’il rend le bébé, la mère s’est 
trompée et le crocodile manque à sa parole. Dans tous les cas, l’animal manque 
à sa parole. Puisqu’il n’a aucun espoir de satisfaire le sens de l’honneur, on ne 
peut douter qu’il agira en accord avec sa nature. 


2.4.5 Raisonnement par l’absurde 
A. Définition 


Un autre modèle de raisonnement présent dans le domaine de la logique, de 
la science, et de la philosophie, est celui par l’absurde que l’on appelle aussi 
apagogie. 

Il consiste à prouver l’exactitude d’une propriété en démontrant l’absurdité 
de la propriété contraire. L’absurdité repose bien évidemment sur le fait que 
les conséquences qui y découlent sont soit en contradiction avec les hypothèses 
de départ, soit avec des axiomes bien admis. 


On utilise le raisonnement par l’absurde dans le but d'établir qu’une propo- 
sition est fausse par déduction logique de résultats aberrants. Ce raisonnement 
est donc fondé sur les principes suivants : 


- Le tiers-exclu : cela veut dire qu’une assertion donnée est soit vraie soit 
fausse. 

- La non-contradiction : celle-ci stipule que deux propositions données dont 
l’une est la négation de l’autre ne peuvent être simultanément vraies ou fausses. 


Exemple - Pour démontrer qu’il existe une infinité de nombres premiers, on 
appelle P l’ensemble des nombres premiers, on suppose par l’absurde que P 
est fini et l’on note P = {p1,... ,px}. On pose ensuite : 


et l’on introduit l’entier N = n +1 = p1 X pa X ... X pr +1. 


D'après le Théorème de décomposition d’un nombre entier en produit de 
facteurs de nombres premiers, l’entier N admet un facteur premier p. Comme p 
appartient à P, p divisera le produit n = p1 X p2 X ... X px. Mais p divise N, 
donc aussi N —n, c’est-à-dire 1, ce qui est absurde ! En conclusion, l’ensemble P 
des nombres premiers est infini. 
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B. Un peu d'histoire 


C’est Hippasus de Métaponte, un pythagoricien qui, vers 430 av. J.-C., fut 
le premier à introduire le raisonnement par l’absurde. C’était dans le but de 
prouver l’incommensurabilité de la diagonale et du côté d’un carré, c’est-à-dire 
que le rapport de la diagonale et du côté d’un carré ne peut s'exprimer comme 
quotient de nombres entiers. 


Pour revenir à un exemple plus classique, cela revient à démontrer que 2 
est irrationnel (sachant que la diagonale d’un carré de côté mesurant a est 


av2). 


Preuve de l’irrationalité de 4/2 - Supposons par l'absurde que V2 appar- 
tienne à Q. Alors, il existe un couple (p, q) € Z x Z* formé d’entiers premiers 
entres eux, tel que V2 = p/q. Ceci implique p? = 2q2. Donc 2 divise p?. Par 
conséquent, 2 divise p, et il existe un entier naturel p1 tel que p = 2p1. Mais 
alors p? = 4p?, c’est-à-dire 2q? = 4p}, soit q? = 2pf. 

Par conséquent 2 divise g°, donc 2 divise q. 2 divise à la fois p et q, ce qui est 
contradictoire avec l'hypothèse disant que p et q sont premiers entre eux. En 
conclusion 2 est irrationnel. 


C. Danger de ce type de raisonnement 


Le raisonnement par l’absurde s’avère juste dans le cas où, étant donnée une 
proposition, celle-ci n’admet qu’une seule proposition contradictoire ; c’est-à- 
dire que si l’une est fausse, l’autre est obligatoirement vraie et réciproquement. 
Si ce n’est pas le cas, on se retrouve à faire un sophisme car on s’appuie sur 
un faux dilemme, à moins que l’on ne vérifie auparavant que toutes les autres 
propositions alternatives sont fausses ; et là on complète le raisonnement par 
l’absurde par un raisonnement par disjonction des cas. 


Par exemple, une fonction non impaire n’est pas forcément paire. En effet, 
elle peut être ni l’une ni l’autre. Ainsi, on ne peut pas utiliser de raisonne- 
ment par l’absurde pour prouver qu’une fonction est paire si l’on débute son 
raisonnement en supposant qu’elle est impaire. 


Il est bon de souligner le fait que les autres formes de raisonnements, comme 
le raisonnement direct par exemple, sont généralement privilégiés par les ma- 
thématiciens. Ceux-ci évitent en général d’avoir recours au raisonnement par 
l’absurde quand celui-ci peut être évité. Sans parler de certains mathéma- 
ticiens, appelés intuitionnistes, qui contestent carrément le principe du tiers 
exclu. 
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D. Une exemple d’application du raisonnement par l’absurde 


Soient À et B deux points situés dans deux petits rectangles distincts pré- 
sentés sur la FIG. 2.3. Est-il possible de dessiner une ligne continue allant de À 
à B et coupant chacun des segments "visibles" une et une seule fois ? 


F1G. 2.3 — Aller de À vers B 


Ceci est impossible. Pour s’en convaincre, raisonnons par l’absurde. Notre 
problème se ramène alors à rechercher une chaîne eulérienne. Si une telle chaîne 
existait, elle couperait un nombre impair de segments bordant les rectangles 
qui contiennent À ou B et un nombre pair de segments bordant les autres 
rectangles. Or, sur la figure proposée, il y a exactement trois rectangles bordés 
par un nombre impair de segments (celui contenant À, celui contenant B et 
celui contenant 1). Ce qui est en contradiction avec le fait que cette chaîne 
doit couper un nombre pair de segments bordant les rectangles ne contenant 
ni À ni B, en particulier c’est le cas du rectangle 1. 


On peut cependant noter qu’un tel chemin existe sur un tore comme on le 
voit sur la FIG. 2.4. 


2.4.6 Raisonnement par contraposée 
A. Définition 


La contraposition, ou raisonnement par contraposée, encore appelée raison- 
nement par transposition, est une manière de raisonner qui permet de montrer 
qu'une implication du type " À = B "est vraie en se basant sur l’équivalence 
logique suivante : 


(A= B) = ((non B) = (nonA)), (+) 
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FIG. 2.4 — Une solution au problème dans le cas du tore 


où À et B représentent deux propositions, et où (non À) et (non B) désignent 
les négations de celles-ci. 


En clair, cela consiste à se dire que comme la conséquence d’une implication 
est générée par une cause alors, si cette conséquence n'existe pas, la cause non 
plus. On dit alors que B est une condition nécessaire pour À. 


Cette forme de raisonnement est généralement utilisée lorsque l'implication 
normale s’avère trop difficile à démontrer : on suppose donc que la proposition 
(non B) est vraie (c’est-à-dire que B est fausse) et on montre que ceci aboutit 
à conclure que (non À) est vraie (soit que À est fausse). 


On peut ainsi remarquer que le raisonnement par contraposée est en fait un 
cas particulier du raisonnement par l’absurde. En effet, pour démontrer que 
A = B est vraie, on suppose À de manière sous-entendue et on veut arriver à 
prouver que (non B) amène à une absurdité. Mais, puisque (non B) conduira 
à (non À), on sera en contradiction avec À. D’où l’absurdité. 


Exemple - En utilisant un raisonnement par contraposée, démontrer que, n 
étant un entier naturel, si n? — 1 n’est pas divisible par 8, alors n est pair. 
La contraposée de cette proposition est : 


Si n est impair, alors n°? — 1 est divisible par 8. 


Soit n un entier naturel impair. Il existe donc un entier naturel k tel que 
n = 2k +1. Deux cas se présentent : 


- Si k est pair, il existe m € N tel que k — 2m et alors n = 4m +1. 
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- Si k est impair, il existe m € N tel que k = 2m + 1 et alors n = 4m +8. 


Pour généraliser, on a donc n = 4m+roùmenNetre {1,3}. En élevant au 
carré et en retranchant 1, on obtient : 


m1 (4m +r)? 1 
= 16m? + 8mr +r? —1 


8(2m? + mr) + r°? — 1. 


On se retrouve encore à envisager deux cas : 
-Sir=1,r2—-1—0et alors, n°? — 1 est divisible par 8. 
- Sir —3,r?—1—8 et alors,n? — 1 est également divisible par 8. 


En conclusion la proposition de départ disant que, si n°? — 1 n’est pas divisible 
par 8, alors n est pair, est vraie. 
B. Preuve du raisonnement par contraposée 


Pour démontrer l’équivalence (+), on peut utiliser un raisonnement par l’ab- 
surde (comme on l’a fait plus haut), ou bien utiliser la propriété suivante : 


(A= B) = ((nonA)ou B), (t) 


Cette propriété, quant à elle, se démontre grâce aux tables de vérités des 
connecteurs "="! et "ou". 


A B | non A | (non À) ou B 


Vrai | Vrai | Faux Vrai 
Vrai | Faux | Faux Faux 
Faux | Vrai | Vrai Vrai 
Faux | Faux | Vrai Vrai 


Tables de vérité 


L’équivalence logique s’obtient en comparant la dernière colonne de chacune 
des deux tables de vérité précédente. Une fois que l’assertion (f) est acquise, 
on peut prouver que (*) est vraie en écrivant : 


(B=24) + Bou A (d'après (i)) 
4 Bou À 
4 (AB) (d'après (t)) 
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C. Pièges à éviter 


Le plus souvent, dans la pratique, il règne une grande confusion entre la 
contraposée d’une proposition et sa réciproque. 


Que l’on se le dise de manière claire et nette, la réciproque d’une proposition 
du genre À = B est B = À, ce qui ne correspond pas du tout à la définition 
de la contraposée. Donc, si l’une est vraie ou fausse on ne peut rien dire de 
l’autre. Cependant, on peut noter que la contraposée d’une implication entre 
deux propositions est en fait l’implication composée de la négation de ces deux 
propositions mais qui sont cette fois-ci dans l’ordre de l’implication réciproque. 


Il faut également savoir distinguer la contraposition de la négation de l’an- 
técédent ((non À) — (non B)), qui elle, n’est pas du tout équivalente à l’impli- 
cation de départ. En réalité, cette dernière est la contraposée de l’implication 
réciproque. Son utilisation mène à un raisonnement faux ou encore à un so- 
phisme. 

Voici un petit exemple qui permet de s’en persuader : 

> Propriété : si un quadrilatère est un carré alors celui-ci est aussi un rec- 
tangle. (A) 

» Sa contraposée : si un quadrilatère n’est pas un rectangle alors celui-ci 
n’est pas un carré. (B) 

» Sa réciproque : si un quadrilatère est un rectangle alors c’est un carré. 
(C) 

» La contraposée de la réciproque : si un quadrilatère n’est pas un carré 
alors ce n’est pas un rectangle (D) 


Cet exemple montre bien que (B) est vrai puisque (A) l’est mais que ni (C) 
ni (D) ne le sont. En effet, on peut bien être un rectangle sans être un carré (il 
suffit que les côtés adjacents aux angles droits soient de longueurs différentes). 


D. Exercice d’application de ce mode de raisonnement 


Montrer la proposition suivante : 
VreR ((VFe>0 xl<e) = x=0). 
Pour cela, utilisons un raisonnement par contraposée. Cela revient donc à 
montrer que : 
VxekR (non(x=0) = non(Ve>0 [xl <Ee)), 
autrement dit que : 
VreR #0 = (Æ>0 xl>e). 
Soit x € R. Supposons x £ 0 et montrons qu’il existe £ > 0 tel que [x] > €. 
C’est évident. En effet, il suffit de prendre € = |x|/2 étant donné que |x| > 0 
et que |x| > |x|/2. En conclusion, la proposition de départ est vraie. 
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2.4.7 Raisonnement par contre-exemple 


On peut encore une fois raisonner différemment, à l’aide cette fois-ci du 
raisonnement par contre-exemple. Ce dernier est utilisé dans le but de dé- 
montrer qu’une assertion quantifiée du type (Vx € E, P(x)) est fausse. Pour 
y parvenir, on cherche à prouver que sa négation (1x € E, non(P(x))) est 
vrale. 


En clair, pour montrer que l’assertion (Vx € E, P(x)) est fausse, en utilisant 
le raisonnement par contre-exemple, il suffit de trouver un élément x de E ne 
vérifiant pas P(x), c’est-à-dire qui vérifie non (P(x)). Dans ce cas, on dit que 
l’on à trouvé un contre-exemple. On fait alors une réfutation indirecte de 
l’assertion. 


Exemples : 


1. Montrer que la proposition suivante est fausse : toute suite strictement 
croissante tend vers +oo. Cette affirmation est effectivement fausse, car la 
suite de terme général u, = —1/n définie pour tout entier naturel non nul n, 
est bien croissante mais converge vers 0. 


2. Montrer que la proposition suivante est fausse : toute application de R 
dans R est soit paire soit impaire. 
La fonction : 
g: R — R 
z + €? 
n’est ni paire ni impaire. En effet e? -£ —e* quel que soit x, et e* £ e pour 
tout x non nul. En conclusion la proposition disant que toute application de R 
dans R est soit paire soit impaire, est fausse. 


On peut remarquer que le raisonnement par contre-exemple est lié au syl- 
logisme de manière indirecte. En effet, dans le cas de ce raisonnement, ce ne 
sont pas les prémisses qui permettent de réfuter la proposition en question, 
mais la conséquence de ces prémisses. 


Pour reprendre notre exemple dans le cadre du syllogisme, la réfutation 
s’explicite de la manière suivante : si toutes les suites strictement croissantes 
tendent vers +00, alors la suite de terme général u, = —1/n définie pour tout 
entier naturel non nul n étant croissante, elle devra tendre vers +co. Cela 
n’est pas, donc il est faux de dire que toutes les suites strictement croissantes 
tendent vers +00. 


Ce raisonnement est également lié à celui par l’absurde dans le cas où l’on 
veut prouver qu’une assertion est fausse. En effet, on suppose bien que la 
proposition dont il est question est vraie et la contradiction à laquelle on 
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aboutit est l’élément x trouvé, qui ne vérifie pas cette proposition alors que 
cette dernière est vraie. 


Un exemple historique - La conjecture émise par le Français Pierre de Fer- 
mat selon laquelle tous les nombres de la forme F, = 2?" + 1, où n est un 
entier naturel, sont premiers, fût avérée fausse par Euler qui exhiba un contre 
exemple. Pour n = 5, F5; — 4294967297 est divisible par 641. 


Quelques pièges à éviter - Comme on l’a dit au début de cette Section, un 

contre-exemple permet d’infirmer une assertion. On ne peut donc pas prouver 
une proposition en exhibant un certain nombre d'exemples pour lesquels la 
proposition s'avère être juste. 
Il faut également faire attention à la négation de l’assertion que l’on veut 
réfuter. En effet, une erreur dans la formulation de cette négation entraîne un 
mauvais contre-exemple, et ne constitue donc pas une réfutation de l’assertion 
en question. 


2.4.8 Raisonnement par récurrence 
A. Définition 


Le raisonnement par récurrence, ou raisonnement inductif, consiste à dé- 
montrer que si un des éléments d’une suite vérifie une propriété, alors son 
suivant vérifie cette propriété. 


Il s’agit d’une démonstration par laquelle on étend à une série de termes 
homogènes la vérité d’une propriété d’au moins deux de ces termes (Le petit 
Larousse illustré 2010). 


C’est une opération consistant, une fois établi qu’il est légitime d’étendre 
une relation d’un terme au terme suivant de la même série, à généraliser en 
l’étendant de proche en proche à tous les termes de la série (Foulq.-St-Jean 
1962). 


C’est Blaise Pascal qui énonce pour la première fois le principe du raisonne- 
ment par récurrence dans le Traité du triangle arithmétique écrit en 1654 mais 
publié en 1665. Il utilisa ce raisonnement sous une forme moins aboutie mais 
on retrouve les principaux éléments de celui-ci au cours de plusieurs démons- 
trations, notamment lors de l’établissement de la formule des combinaisons 
(voir FIG. 2.5 extraite de Wikipedia®). A ce sujet, il écrit : 


Quoique cette proposition ait une infinité de cas, j'en donnerai une 
démonstration bien courte, en supposant 2 lemmes. 


Shttp ://fr.wikipedia.org/wiki/Raisonnement_par_r%C3%A9currence 
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Le 1, qui est évident de soi-même, que cette proportion se rencontre 
dans la seconde base; car il est bien visible, que & est à & comme 
1 est à 1. 

Le 2, que si cette proportion se trouve dans une base quelconque, 
elle se trouvera nécessairement dans la base suivante. 

D'où il se voit qu’elle est nécessairement dans toutes les bases : 
car elle est dans la seconde base par le premier lemme; donc par 
le second elle est dans la troisième base, donc dans la quatrième, 
et à l’infini. 


F1G. 2.5 - Triangle arithmétique de Pascal 


Toujours au XVII* siècle, Jacques Bernoulli établit l'inégalité suivante : 
pour tout entier naturel n > 2 et tout nombre réel x non nul et strictement 
supérieur à —1 : 

(+zx)" > 1+nx. 
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Il la démontre en montrant le passage du rang n au rang n+1, ce qui correspond 
exactement au raisonnement par récurrence. 


Au début du XX" siècle, les travaux de G. Peano et R. Dedekind sur la théo- 
rie des nombres entiers légitimèrent le raisonnement par récurrence. Désirant 
caractériser axiomatiquement l’ensemble N des entiers naturels, Peano établit 
cinq axiomes : 

1. L'élément appelé zéro, et noté 0, est un entier naturel. 

2. Tout entier naturel n à un unique successeur, noté s(n) ou Sh. 

3. Aucun entier naturel n’a O0 pour successeur. 

4. Deux entiers naturels ayant même successeur sont égaux. 

5. Si un ensemble d’entiers naturels contient 0 et contient le successeur de 
chacun de ses éléments, alors cet ensemble est égal à N. 


C’est l’axiome 5 qui justifie le raisonnement par récurrence. 


B. Enoncé 


Soit P(n) une propriété dépendant d’un entier naturel n. Pour démontrer 
par récurrence que la propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel n, on 
procède en trois étapes : 

- Initialisation - On vérifie que la propriété P(n) est vraie au rang 0, c’est- 
à-dire P(0) est vraie. 

- Hérédité - Soit n un entier naturel. On suppose que la propriété est vraie 
au rang n (c’est l'hypothèse de récurrence) et on démontre qu’elle reste vraie 
au rang n + 1. 

- Synthèse - On conclut que la propriété P(n) est vraie quelque soit l’entier 
naturel n. 


Il est important de noter que l’on peut énoncer cette propriété de récurrence 
de façon ensembliste : si une partie de N contient 0 et contient le successeur 
de chacun de ses éléments alors cette partie est égale à N. 


C. Exemple 


Enoncé - Montrer que pour tout n € N, la fonction f, : t + te t est 
intégrable sur R.. 


Solution - On va raisonner par récurrence sur n. Pour tout n € N, la fonc- 
tion f, est continue sur [0; +oo[ donc localement intégrable sur [0; +oo. 


- Initialisation - Pour n = 0, 


lim (| ca) - lim [-e = lim (-et+1)=1. 
0 


T—+00 &—+00 
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Donc je e_tdt converge, c’est-à-dire que la fonction f est intégrable. 


- Hérédité - On suppose que la fonction f, est intégrable pour un n donné, 
on démontre qu’elle l’est au rang n + 1. Pour tout x > 0, en utilisant une 
intégration par parties : 


HA HA 
dl ui 1 [tte], + (n + 1) | te tdt 
0 0 
HA 
= ee 4 (Al) | ire dt 
0 
Or lims-+oo(—2tle"?) = 0 et limz-+o Jo te tdt existe. 
Alors lim, fj {1e fdt existe, c’est-à-dire Le. t+le-tdt converge. Donc 
la fonction f,+:1 est intégrable. Donc pour tout entier n € N, la fonction f} 
est intégrable. 


D. D’autres formes de récurrence 
Pour tout entier naturel n, on introduit P(n) une propriété définie sur N. 


» Récurrence incomplète - Soit no un entier naturel, on prouve la propriété 
à partir du rang no. 

» Récurrence finie - Soit M un entier naturel. Si P(0) est vraie, et si, pour 
tout entier n tel que 0 < n < M, P{n) est vraie implique P(n +1) vraie, alors 
P(n) est vraie pour tout entier n < M +1. 

> Double récurrence - Si P(0) et P(1) sont vraies, et si pour tout entier 
n > 0, P(n) et P(n +1) vraie implique P(n + 2) vraie, alors P(n) est vraie 
pour tout entier naturel n. 

» Récurrence forte - Si P(0) est vraie et si pour tout entier naturel k < n, 
P(k) vraie implique P(n + 1) vraie, alors P(n) est vraie pour tout entier n. 


Ces différentes formes de récurrence sont équivalentes au raisonnement par 
récurrence simple. 


E. Démonstration du raisonnement par récurrence 


Si on introduit l’ensemble N des entiers naturels à l’aide des axiomes de 
Peano, on ne peut pas démontrer le raisonnement par récurrence car celui-ci 
fait partie des axiomes qui construisent N. Pour proposer une démonstration 
du « raisonnement par récurrence », il est judicieux de définir l’ensemble N 
en utilisant l’axiomatique ordinale. 


Définition de N par l’axiomatique ordinale — Dans cette axiomatique, N est 
un ensemble non vide qui possède les trois propriétés suivantes : 
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(A1) N est bien ordonné (autrement dit N est muni d’une relation d’ordre 
notée < telle que toute partie non vide de N possède un plus petit élément) ; 


(A2) N n’est pas majoré: 
(A3) Toute partie non vide majorée de N possède un plus grand élément. 


Comme N est bien ordonné, il existe un entier naturel inférieur à tous les 
autres noté 0. On l’appelle l'élément nul et c’est le plus petit élément de N. Si 
n € N, l’ensemble E, = {k€ N/n < k} n’est pas vide (sinon N serait majoré 
par n, absurde), donc possède un plus petit élément noté n*, que l’on appelle 
le successeur de n. On a n < n* et ]n,n*[= S. 

On pose N* = N\{0}. Si n € N*, l’ensemble {k € N/k < n} n’est pas vide 
puisqu'il contient 0, et il est majoré par n. Il admet donc un plus grand élément 
noté n,, que l’on appelle le prédécesseur de n. On a n, < n et ]nx,n[= g. 


Démonstration de la propriété de récurrence — On suppose que N est défini 
en utilisant l’axiomatique ordinale. On suppose donc que P(0) est vraie et que, 
pour n fixé dans N, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie aussi. On veut 
prouver que pour tout n € N, P(n) est vraie. Considérons les ensembles : 


A={neN/Pln) est vraie}, 
{ E={neN/P{n) est fausse}. 


L'ensemble Æ est le complémentaire de À dans N. Il s’agit donc de montrer 
que À = N. 

Raiïisonnons par l’absurde. Supposons À Æ N, c’est-à-dire E Æ SG. Puisque 
E ZgSet EC N, alors E admet un plus petit élément b d’après l’axiome (A1) 
énoncé plus haut. 


Par hypothèse P(0) est vraie, alors 0 € À, par conséquent b 0 et l’on peut 
introduire l’entier naturel a = b — 1 (le prédécesseur de à). 


Comme b est le plus petit élément de Æ, a = b —-1 € À. Puisque a € À, 
P(a) est vraie, et la propriété étant héréditaire, P(a +1) est vraie aussi. Donc 
a+1 =bE À, ce qui est impossible, car cela sous-entendrait que b appartienne 
à la fois à Æ et à son complémentaire. Donc l’hypothèse de départ À £ N est 
fausse. On a démontré que À = N.s 


F. Exemple de fausse récurrence 


Afin de deviner quelle est la bonne hypothèse P(n), on doit souvent essayer 
plusieurs valeurs successives de n : n = 0, n = 1 puis n = 2, etc. Mais ce 
n’est pas parce qu’une propriété est vraie pour quelques valeurs de n qu’elle 
est vraie pour tout n. 
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Voici un exemple qui permet de s’en persuader : pour toutes les valeurs 
de n allant de 0 à 39, le nombre n°? + n + 41 est premier. Mais le nombre 
40? + 40 + 41 = 41? ne l’est pas. 

D'où l’importance de vérifier l’hérédité de la propriété. De même, démontrer 
que la propriété est héréditaire sans pouvoir la démontrer au rang n = 0 ne 
permet pas de conclure à la véracité de cette propriété pour tout n. 


2.5 Exemples de raisonnements proposés au collège 


2.5.1 Exemple de syllogisme en quatrième 


Enoncé - Soient quatre points À, B, Cet D non tous alignés tels que les 
droites (AB) et (C'D) soient parallèles d’une part et les droites (BC) et (DA) 
soient également parallèles d’autre part (FIG. 2.6). De plus, AB = 4cm et 
BC = 4cm. Quelle est la nature du quadrilatère ABC'D ? 


FIG. 2.6 — Exemple de syllogisme en quatrième 


Réponse : 

» 1° syllogisme que l’on utilise : 
Si les côtés opposés d’un quadrilatère sont parallèles deux à deux, celui-ci est 
un parallélogramme. 
Or, dans le quadrilatère ABCD, les droites (AB) et (CD) sont parallèles ainsi 
que les droites (BC) et (DA). 
Donc ABCD est un parallélogramme. 


> 2° syllogisme utilisé : 
Des grandeurs égales à une même grandeur sont égales entre elles. 


Or, AB = 4cm et BC = 4cm. 
Donc AB = BC. 


> 3° syllogisme utilisé : 
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Si un parallélogramme a deux côtés adjacents de même longueur alors celui-ci 
est un losange. 

Or, ABCD est un parallélogramme tel que AB = BC. 

Donc ABCD est un losange. 


2.5.2 Un raisonnement déductif vu en quatrième 


Enoncé - Démontrer que la droite qui joint les milieux de deux côtés opposés 
d’un parallélogramme passe par le point d’intersection des diagonales. 


F1G. 2.7 —- Montrer que O € (1J). 


Réponse - Considérons un parallélogramme ABCD. On note T (respective- 
ment J) le milieu de [AD] (respectivement [BC1) et O le centre du parallélo- 
gramme ABCD (F1G. 2.7). Comme est le milieu de [AD] et O celui de [BD], 
alors les droites (O1) et (AB) sont parallèles (d’après le Théorème des milieux 
appliqué dans le triangle ABD). 

Comme J est le milieu de [BC] et O celui de [ACT, alors les droites (OJ) et 
(AB) sont parallèles. Donc les droites (OT) et (OJ) sont parallèles. Les points 
I, O, et J sont donc alignés et l’on a ainsi O € (1J). 


Remarque - On peut noter qu’à travers les deux raisonnements précédents, 
la majorité des élèves ne prend pas en compte toutes les hypothèses données 
dans l’énoncé des exercices. Ainsi, ces derniers appliquent des Théorèmes sans 
même se soucier de leur concordance avec les hypothèses restantes. 


2.5.3 Un raisonnement par analyse-synthèse en quatrième 


Enoncé — Soit un parallélogramme ABCD de centre © et soient M et J, 
les milieux respectifs des segments [AD] et [DC] (FIG. 2.8). Démontrer que les 
droites (AJ), (CM) et (BD) sont concourantes. 

Solution : 
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FIG. 2.8 — Preuve d’une concourance 


Analyse - Supposons que les droites (AJ), (CM) et (BD) soient concou- 
rantes. Alors ces droites ont de fortes chances d’être les médiatrices, les hau- 
teurs, les médianes ou les bissectrices du triangle ADC', pour que l’on puisse 
utiliser les propriétés des droites remarquables du triangle étudiées en classe. 
Comme © est le centre du parallélogramme, on pense qu’il devrait s’agir des 
médianes. 


Synthèse - O est le centre du parallélogramme ABCD, c’est-à-dire qu’il 
est le point d’intersection des diagonales [AC] et [BD] qui par définition se 
coupent en leur milieu. © est donc le milieu des segments [ACT et [BD]. (DO) 
est ainsi la médiane issue de D dans le triangle ADC. De plus, comme M est 
le milieu de [AD], la droite (CM) est la médiane issue de C’ du triangle ADC. 
Et de même, la droite (AJ) est la médiane issue de À dans le triangle ADC. 
Les droites (DB), (CM) et (AJ) étant les trois médianes du triangle ADC, 
elles sont donc concourantes. 


Remarque - En faisant la figure, l’élève constate que les droites sont effec- 
tivement concourantes, il reste cependant à le prouver. La difficulté vient du 
fait que l'élève ne dispose pas de beaucoup d’informations dans l’énoncé et 
doit donc se rappeler des propriétés du triangle et du parallélogramme. 


2.5.4 Une disjonction de cas en troisième 


Ce type de raisonnement est efficace pour les collégiens car il leur permet 
de résoudre certains problèmes qui seront traités d’une autre façon à un autre 
niveau. 


Enoncé - Démontrer que tout angle inscrit dans un cercle est égal à la moitié 
de l’angle au centre correspondant. 


Réponse - Soit BAC un angle inscrit dans un cercle C' de centre ©. Distin- 
guons deux cas : 
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- Premier cas : un des côtés de l’angle inscrit est une tangente au cercle 
(FIG. 2.9). Soit I le milieu de [AB]. Dans le triangle isocèle AOB, la droite 
(OT) est à la fois hauteur issue de © et bissectrice de BOA. Donc (OT) L (AB) 
et de plus AOB = 2A01I. 

[At) est tangente au cercle C' donc, (OA) est perpendiculaire à [ At). Les angles 
aigus {AB et AOT ont donc leurs côtés respectifs perpendiculaires deux à deux. 
Par suite, ils sont égaux. Donc : 


AOB = 2AOÏI = AB. 


FIG. 2.9 — Premier cas 


- Second cas : les deux côtés de l’angle inscrit sont des cordes. Menons la 
tangente (ct) au cercle C comme sur la FIG. 2.10. D’après ce qui précède, on a 
les égalités :  _ _ Es ne 

AOB =2AB et AOC = 2cAC. 


De plus, 
BOC = 2r- AOB - AOC 
= 9r-—%AB - 2CAC 
— 9fr - (ÉAB + cAC)] 
= 2BAC. 
Conclusion - Dans tous les cas, on voit que l’angle au centre est le double de 


l’angle inscrit. Autrement dit, l’angle inscrit est la moitié de l’angle au centre 
correspondant. 


2.5.5 Exemples de raisonnement par l’absurde au collège 


On peut noter qu’au collège, on ne fait qu’une approche du raisonnement 
par l’absurde. De plus, le professeur utilise ce dernier comme étant une forme 
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F1G. 2.10 — Second cas 


plus simplifiée du raisonnement par contraposée. Ce qui le rend plus acces- 
sible pour des collégiens qui confondent la plupart du temps contraposée et 
réciproque. Il faut quand même remarquer que le raisonnement par l’absurde 
s'avère difficile pour certains élèves. Cependant, il est bon d’y consacrer du 
temps et de bénéficier des avantages de son rôle formateur notamment dans 
le but d'éviter, comme il est dit précédemment, les confusions entre implica- 
tion directe contraposée et réciproque. Le premier exemple donné ci-dessous 


illustre bien ceci. 


Premier exemple vu en classe de quatrième 
Enoncé - Si un triangle ABC est tel que BC? Z AB? + AC?, démontrer 


que ce triangle n’est pas rectangle en À. 
Réponse - Soit un triangle ABC tel que BC? Z AB? + AC?. Supposons que 


le triangle ABC soit rectangle. Alors, en appliquant le Théorème de Pythagore, 
on a l'égalité BC? — AB? + AC? ce qui est en contradiction avec l'hypothèse 


de départ. En conclusion le triangle ABC n’est pas rectangle. 


Deuxième exemple vu en classe de cinquième 
Cet exemple utilise également le raisonnement par disjonction des cas. 


Enoncé - Soient À et B deux points; D et D’ deux droites perpendiculaires 


à la droite (AB). Montrer qu’alors D et D’ sont parallèles. 
Réponse - On distingue deux cas : 
e 1% cas : si D et D’ sont confondues, alors elles sont parallèles. 
e 2° cas : si D et D' ne sont pas confondues, alors elles sont soit strictement 


parallèles soit sécantes. Supposons qu’elles ne sont pas strictement parallèles : 
elles sont alors sécantes en un point. Alors, il y à deux perpendiculaires abaïis- 


sées en ce point sur la même droite (AB), ce qui est impossible. 
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F1G. 2.11 — 


En conclusion D et D' ne peuvent pas avoir de point commun. Autrement dit, 
D et D' sont strictement parallèles. 


2.5.6 Raisonnement par contre-exemple en collège 


La production d’un contre-exemple afin de réfuter une proposition permet 
aux collégiens de bien maîtriser le sens des énoncés mathématiques ainsi que 
la quantification universelle implicite. 


Premier exemple en classe de cinquième 


Enoncé - La propriété suivante est-elle vraie ou fausse : deux rectangles de 
même périmètre ont aussi la même aire ? 


Réponse - La propriété est fausse. En effet, soient deux rectangles de lon- 
gueurs respectives 3 cm et 4 cm et de largeurs respectives 2 cm et 1 cm. Alors, 
le périmètre du premier rectangle est (342) x 2 = 10 cm et celui du deuxième 
est (4+1) x 2 — 10 cm. On a bien égalité des périmètres de ces deux rec- 
tangles. Mais l’aire du premier rectangle est 3 x 2 — 6 cm? tandis que celle du 
deuxième est 4 x 1 — 4 cm°?. Ces deux rectangles n’ont pas la même aire. 


Second exemple en classe de troisième 


Enoncé - La propriété suivante est-elle vraie pour tous x et y positifs : 


VE +y=Vr+/y? 


Réponse - Elle est fausse. Si x = 4 et y = 9, alorsÿ/x Fy = V13 + 3,605 
tandis que 4/7 + /y = V4+ V9 =2+3=5. 


72 CHAPITRE 2. LES RAISONNEMENTS EN MATHÉMATIQUES 


2.6 Exemples de raisonnements proposés au lycée 


2.6.1 Un syllogisme extrait d’un manuel de terminal 


On note (uy)nen+ la suite définie par u, = 1/n? . Montrer que la suite (u) 
est convergente. 


Syllogisme utilisé : 
(1) Toute suite décroissante et minorée est convergente. 
(2) Or la suite (u,) est décroissante et minorée. 


Elle est décroissante car pour tout n € N*, n < n +1 et en appliquant la 
fonction carrée qui est une fonction croissante on obtient n? < (n+1)? ; ensuite 
en appliquant la fonction inverse qui est décroissante on a 1/(n +1)? < 1/n?, 
c’est-à-dire un+1 < Un. Elle est minorée par 0 car pour tout n € N*, n? > 0 
donc 1/n? > 0. 

(3) Donc la suite (u,) est convergente. 


Remarque - Tous les élèves ne font pas ce type de raisonnement parce qu’ils 
ne voient pas forcément que la suite est décroissante et minorée et ils vont 
essayer de prouver la convergence de la suite en passant par les limites. 


2.6.2 Raisonnement par analyse-synthèse en seconde 


Enoncé - Soit f la fonction définie par : 
f: R\{1/2} — R 
T RH f(x) 


Montrer que pour tout y # 1/2, il existe x Z£ 1/2 tel que f(x) = y. 
Réponse - 


Analyse - Soit y £ 1/2, supposons qu’il existe x 3 1/2 tel que f(x) = y. 
Alors, 


y > æ+l—=y(2r-1) 
+ LFy=410y-1 

= au 

2y — 1 


On a identifié x qui est entièrement déterminé par y. 
Synthèse - Soit y Æ 1/2 alors 2y — 1 £ 0 et l’on peut poser : 


— 2 
2y —1 
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Vérifions que x Z£ 1/2. On va raisonner par l’absurde. Supposons que x = 1/2, 
alors : : ja 
y 
== 2 
D gi 4 T2 
Ce qui est absurde, donc x £ 1/2. 
Enfin, il est facile de vérifier par le calcul que f(x) = y. 


2.6.3 Raisonnement par disjonction de cas 


Le premier exemple, extrait d’un manuel de terminal S, est destiné aux 
élèves suivant l’enseignement de spécialité, et le deuxième exemple est tiré 
d’un manuel de seconde. 


Premier exemple en terminale S spécialité 


Pour tout entier n, le nombre N = n(n + 1)(2n + 1) est-il divisible par 3? 


Solution - Les restes de la division par 3 sont 0, 1 et 2. On va alors étudier 
ces trois cas. 


- Sin = 0[3] alors 3 divise n donc N est divisible par 3. 

- Sin = 1[3] alors 2n + 1 = 0[3] donc N est divisible par 3. 

- Sin = 2[3] alors n + 1 = 0[3] donc N est divisible par 3. 
On à montré que pour tout entier n, le nombre N = n(n + 1)(2n + 1) est 
divisible par 3. 


Deuxième exemple en seconde 


Montrer que p(A U B) + p(AN B) = p(A) +p(B) (f) quels que soient les 
événements À et B. 


Solution - Pour simplifier l’écriture mathématique, on fixe le nombre d'’élé- 
ments de (, À, B, ANB de façon arbitraire. Le raisonnement que l’on fera 
sera néanmoins encore vrai dans le cas général d’un ensemble à n éléments. 
Soit ( — {e1;e2;...;e10} un univers composé de dix éléments : 


Premier cas - Les ensembles À et B sont disjoints. Prenons par exemple 
A = {exies;eo} et B = {es;e5; 6; e10}. Alors : 


p(À4) + p(B) = p(e1) + p(es) + p(eo) + p(e4) + pes) + pes) + p(e10) 


en notant abusivement p(e;) la probabilité p({e;}) pour simplifier les notations. 
On a ANB = S, donc p(ANB) = p(@) = 0, et AUB = £e1; e3; e9; 4; e5; e6; e10}, 
donc p(AU B) = p(e1)+p(es) +p(es) +p(es) +p(es) +p(es) + p(e10). L'égalité 
(f) est satisfaite. 
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Second cas - Les ensembles À et B ne sont pas disjoints. Prenons par exemple 
A = {exes;es} et B = {es;es;e6; e10}. Ici : 


p(4) + p(B) = p(e1) + 2p(es) + p(es) + 2p(e6) + p(e1o). 


On a ANB = {es;eç}, donc p(AN B) = p({es}) + p({e6}). 
AUB = {er; es; e5; 6; e10} donc p(AUB) = p(e1)+p(es)+p(es)+p(es)+p(e10). 
On vérifie alors facilement que l'égalité (f) est satisfaite. 


Remarque - L'élève ne pensera pas forcément au raisonnement par disjonc- 
tion des cas et va tenter de résoudre le problème directement. Il risque égale- 
ment de raisonner avec n éléments ce qui va lui compliquer la tâche. 


2.6.4 Utilisation d’un raisonnement par l’absurde 


Le premier exemple est extrait d’un manuel de première scientifique et le 
deuxième d’un manuel de terminale scientifique. Ce sont tous deux des dé- 
monstrations de cours. 


Premier exemple en première S 


Soit ax? +bx+c avec a Z 0, un trinôme du second degré et A son discriminant. 
Montrer que si À < 0, le trinôme ax? + bx + c ne se factorise pas par un 
polynôme de degré 1. 


Solution - Supposons que ax? + bx + c se factorise par un polynôme mx + p 
de degré 1 avec m # 0. On aurait alors ax? + bx + c = (mx + p) x g(x) où 
g(x) serait un autre polynôme. Dans ce cas, ax? + bx + c s’annulerait comme 
mzx+p, en (—p)/m, qui serait donc une solution de l’équation ax? +bx+c = 0. 
Or, pour À < 0, cette équation n’a pas de solution. Il est donc impossible de 
factoriser ax? + bx + c par un polynôme de degré 1 si À < 0. 


Remarque - L'élève n’envisagera sûrement pas un raisonnement par l’ab- 
surde. De plus, il ne pensera pas forcément à la contradiction proposée en 
solution. Cet exercice est assez difficile pour une classe de première scienti- 
fique et il sera intéressant de l’utiliser dans le cadre d’une activité de groupe 
où les élèves pourront réfléchir ensemble sur la façon d’aborder le problème. 


Second exemple en terminale S 
Unicité de la limite : si lim,;_,4% f (x) = l, montrer que la limite / est unique. 
Solution - Rappelons la définition de la limite d’une fonction : soit { un 


nombre réel et f une fonction définie sur un intervalle du type [r; +oo[ avec 
r réel. Dire que f(x) admet pour limite { lorsque x tend vers + signifie 
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que tout intervalle ouvert contenant { contient aussi toutes les valeurs de f(x) 
pour x assez grand. 

Supposons qu'il existe deux limites distinctes l1 et l+. On peut alors définir 
un intervalle ]a1, b1[ contenant l1 et un intervalle ]a2, b2[ contenant l2, tels que 
l'intersection de Ja1,b1[ et ]a2, b2[ soit vide. D’après la définition de la limite, 
pour x assez grand, toutes les valeurs de f(x) devraient se trouver à la fois dans 
Ja1,b1[ et dans ]a2, b2[. C’est impossible puisque l’intersection de ces intervalles 
est vide. 

On en déduit qu’il ne peut pas exister deux limites distinctes l1 et l2. On en 
déduit que la limite { est unique. 


2.6.5 Utilisation d’un raisonnement par contraposée 


Le premier exemple, extrait d’un manuel de terminal scientifique, est destiné 
aux élèves suivant un enseignement de spécialité mathématique, le deuxième 
est extrait d’un manuel de première scientifique. 


Premier exemple en terminale S 


Montrer que si 7 divise x? + y? alors 7 divise x et 7 divise y. 


Solution - On va utiliser un raisonnement par contraposée. La contraposée 
de la proposition est : si 7 ne divise pas x ou si 7 ne divise pas y, alors 7 
ne divise pas æ? + y?. Supposons que 7 ne divise pas +. Alors en travaillant 
modulo 7 on obtient la table suivante des congruence modulo 7 de x? : 


Læ|1]218[41516 
EE 


Toujours modulo 7 : 


_y[0/1/2/3/a1516 


EAP 1ENE 


On a donc la table suivante pour x? + 7? : 


Ne ir D 214 
0 1 | 2 | 4 
1 Bal 92] 5 
2 34124 1 76 
4 5 | 6 | 1 


Donc x? + y? n’est jamais congru à 0 modulo 7, et 7 ne divise pas æ? + y°. 
Les rôles de x et y étant symétriques, on aboutirait à la même contradiction 
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si l’on supposait que 7 ne divise pas y. On a donc montré que la contraposée 
était vraie, donc la propriété est vraie. 


Remarque - L'élève ne pensera pas forcément à utiliser un raisonnement par 
contraposée, ce qui n’est pas trop grave car on peut résoudre le problème en 
utilisant une table de congruence croisée. La difficulté de cet exercice est de 
bien rédiger la contraposée. 


Second exemple en première S 


Démontrer que, pour tout n € N, n? impair = n impair. 


Solution - Commençons par essayer de démontrer la propriété directe : 

Si n? est impair alors il existe k € N tel que n? — 2k + 1. Or 2k + 1 est 
strictement positif donc il existe k € N tel que n = 2k +1. Il nous reste 
donc à montrer que la racine carrée d’un impair est impair, ce qui n’est pas 
si simple. On va alors voir qu’il est plus simple de démontrer la proposition 
contraposée : pour tout n € N, n pair = n? pair. 

Si n est pair, il existe k € N tel que n = 2k donc n? = 4k? — 2(2k?) avec 
2k? € N. Donc n° est pair. On a montré que la contraposée est vraie donc la 
propriété est vraie. 

Remarque - Comme nous l’avons montré dans la solution, l’élève risque de 
montrer l’implication de manière directe et va se heurter à la racine carrée. Le 
risque est qu’il admette tout de go que la racine carrée d’un impair est impair, 
ce qui laissera cette démonstration dans un état bien inachevé. Si l’élève n’a 
pas vu beaucoup d'exercices sur la contraposée, il y à de fortes chances qu'il 
reste bloqué. 


2.6.6 Réfutation par présentation d’un contre-exemple 
Premier exemple - Peut-on dire que (3x + y) — 9x? + 4y? quels que 

soient les réels x et y? 

En prenant x = y = 1, on obtient (3x1+2x1)? = 5? = 25et 9x12+4x1? = 18. 

Or 25 £ 13, donc l’égalité proposée n’est pas vraie pour tout x dans R. 
Second exemple - Si a? = b? peut-on en déduire que a = b? 


En prenant a = —1 et b = 1, on voit bien que a? = b? = 1 mais que a £ b. 


2.6.7 Utilisation du raisonnement par récurrence au lycée 


Le raisonnement par récurrence est introduit en terminal du fait de sa com- 
plexité. Le premier exemple est la démonstration de l’inégalité de Bernoulli et 
le deuxième est tiré d’un manuel d’un terminal scientifique. 
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Premier exemple - Démontrer que (1+x)" > 1+nx pour tout x > —1 
et pour tout n € N. 

Solution - Soit x €] — 1,+o0[. On considère la propriété P(n) définie pour 
tout n EN, par P(n): (1+x)">1+nx (+). 
- Initialisation - Pour n = 0, (1+0)" = 1 + 0x, donc la propriété est vraie. 
- Hérédité - Montrons que, pour tout n E N, P(n) = P(n+1).Soit ne N, 
on suppose P(n) vraie. Pour tout x €] — 1,+o0[, 1 +x > 0, en multipliant 
l'inégalité (+) par (1+ x), on obtient : 


(A+) > (1+nx)(1+%). 
Or (1+nx)(1+zx) =1+z+nx+nx? =1+(n+1)r-+nx?. Comme nx° > 0, 


on a (1+nx)(1+x) > 1+(n+1)x, d'où (1+x) 1 > 1+(n+1)r, ce qui 
correspond exactement à P(n +1). 


Remarque - L'élève ne va pas forcément penser à utiliser un raisonnement 
par récurrence car l'inégalité ne fait pas explicitement référence aux suites alors 
que le raisonnement par récurrence est actuellement introduit en terminale en 
utilisant les suites récurrentes. La seconde difficulté est d'établir l'inégalité 
(1+nx) (1+x) > 1+(n+1)x afin de prouver l’hérédité. 


Second exemple - On note (u)hen la suite définie en posant u9 = 0 et 
Un+1 = VUn + 6. Démontrer que pour tout n € N, 0 < un < 3. 


Solution - On considère la propriété P(n) définie, pour tout n € N, par : 
Pin) dét <3 


Initialisation - La propriété est bien vérifiée pour n = 0. 

Hérédité - On suppose P(n) vraie, montrons que, pour tout n € N, on a 
l'implication P(n) = P(n +1). Si 0 < u, < 3, alors 6 < un +6 < 9. La 
fonction + > 4/x étant une fonction strictement croissante sur R}, on en 
déduit 0 < V6 < un +6 < 3, d’où 0 < uy41 < 3. Cela montre que P(n + 1) 
est vraie. 


Conclusion - Pour tout n € N, 0 < un < 3. 
Remarque - Dans la rédaction, l’élève devra faire attention à ne pas oublier 


de préciser que la fonction racine carrée est croissante sur R; et penser à 
conclure en spécifiant que la propriété est vraie pour tout entier naturel n. 
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2.7 Conclusion 


Les programmes du secondaire continuent de valoriser la démarche d’inves- 
tigation et le raisonnement mathématique des élèves. 


Il est sans doute important de souligner que raisonner n’est pas uniquement 
utile dans le cadre d’un cursus scolaire, mais permet de développer, chez le 
futur citoyen, un esprit créatif, critique et rigoureux, qui lui sera toujours d’un 
précieux secours dans sa vie active. Le professeur a le devoir d’enseigner la 
démonstration aux nouvelles générations pour que celles-ci puissent reprendre 
le flambeau et utiliser ce savoir. 


Souvent, dans la pratique, les activités proposées aux élèves ne leur per- 
mettent pas d’avoir une véritable démarche expérimentale pour la bonne raison 
que la conjecture est presque toujours comprise dans l’énoncé de la question. 
Le travail sur des énoncés fermés est certes indispensable pour permettre aux 
élèves de s’entraîner en un temps forcément limité, en allant droit au but. Il 
permet d'évaluer les connaissances d’un élève dans des interrogations écrites 
par exemple. Mais nous pensons que ce travail doit être complété par toutes 
sortes d’activités qui permettent de résoudre des problèmes de façon très glo- 
bale en ayant suffisamment de temps pour réfléchir à tous ses aspects, proposer 
des conjectures, les tester en cherchant des contre-exemples éventuels, et fina- 
lement rechercher une démonstration qu’il conviendra de rédiger. Ce faisant, 
faire des mathématiques prend tout son sens. 


Pour le pédagogue, la solution serait, selon nous, de choisir la voie du juste 
milieu entre un entraînement au raisonnement dans le cadre d’un énoncé fermé, 
et une activité mathématique complète centrée sur un réel besoin de résoudre 
des problèmes. 


L’essence des mathématiques n'est-elle pas de résoudre des problèmes ? Et 
nos capacités de raisonnement ne constituent-elles pas un atout pour y arriver ? 
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LE VOCABULAIRE DU RAISONNEMENT 


Proposition - Une proposition est une affirmation qui est soit vraie, soit 
fausse. La logique mathématique stipule que tout énoncé qui ne comprend pas 
de variable ne peut avoir qu’une seule valeur de vérité : l'énoncé est soit vrai 
soit faux. 


Hypothèse - Proposition initiale et provisoire, donnée comme base d’un rai- 
sonnement, d’une démonstration, et qui doit être vérifiée. 


Azxiome - Proposition à la base d’une théorie déductive, posée comme vraie 
sous condition de non-contradiction. Un axiome ne se démontre pas, contrai- 
rement à un Théorème. 


Postulat - Jadis, proposition admise, mais candidate à la démonstration. 
Aujourd’hui synonyme d’axiome. 


Conjecture - Enoncé qu’on accepte comme vrai mais dont on ne connaît 
pas la valeur de vérité parce qu’on ne l’a pas encore démontré ou réfuté. Une 
conjecture peut être utilisée comme hypothèse d’une démonstration. 


Prédicat - Expression incomplète du type «... est un homme», qui devient 
une proposition si on la complète par un nom d’objet (synonyme propriété). 


Assertion - Enoncé dont le caractère vrai ou faux se manifeste sans aucune 
équivoque. 


Propriété - Ce qui est propre ou particulier à un objet mathématique. Syno- 
nyme d’attribut, caractère, caractéristique ou qualité, selon le contexte mathé- 
matique dans lequel ce terme est utilisé. Un objet mathématique est souvent 
défini par un ensemble de propriétés. 


Prémisse - Proposition, affirmation entrant dans une démonstration dont 
on tire une conclusion. 


Réciproque - Etant donné un Théorème d’hypothèse H et de conclusion €, 
sa réciproque est le Théorème d’hypothèse C et de conclusion H. 


Preuve - Suite d’affirmations logiquement ordonnées à partir d’un certain 
nombre d’hypothèses et devant conduire à une conclusion attendue. La preuve 
peut faire intervenir des résultats déjà démontrés antérieurement ou d’autres 


Définitions tirées des sites http ://www.paquito.amposta.free.fr/ et www.netmaths.net/. 
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énoncés de la théorie tels que des axiomes, des postulats ou des définitions. 
Parfois synonyme de démonstration. 


Inférence - Opération qui consiste à admettre une proposition en raison de 
son lien avec une proposition préalable tenue pour vraie. 
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